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Introduction.

Avant d’entrer dans ’étude de I'algorithme de Satoh en lui méme, il nous a fallu acquérir toutes les
connaissances mathématiques nécessaires a sa compréhension en profondeur. Nous partions de loin, avec
seulement nos connaissances de classes préparatoires ou de premier cycle universitaire. Sans maitrise des
nombres p-adiques, avec seulement quelques rudiments en algébre générale et en théorie des anneaux et
des corps, et sans avoir approché ni de prés ni de loin la géométrie algébrique pour la plupart d’entre
nous, un important travail préparatoire fut nécessaire pour parvenir au résultat d’aujourd’hui.

Nous avons commencé par un survol des sources & notre disposition, visant & dégager les principales
notions & aborder avant de nous concentrer en profondeur dessus. Nous en avons dégagé principalement
sept :

— L’étude élémentaire des courbes elliptiques qui fait notamment 'objet de la section 1.

— Les prérequis d’algébres qui nous manquaient (arithmétique sur les anneaux, modules, algébres et

théorie de Galois) qui font 'objet de annexe B (sauf pour la théorie de Galois vue en cours de
MAT 451).

— Des éléments de théorie algébrique des nombres, en particulier sur les nombres p-adiques qui font
l'objet de la section 2 et des annexes C et D. Le coeur de 'algorithme de Satoh étant un relévement
p-adique de courbes elliptiques définies sur I, ceci nous a paru indispensable.

— Des éléments de géométrie algébrique (notion la plus difficile, que nous avons abordée sous ’angle
le plus élémentaire possible) qui fait 'objet de la section 3. L’objectif principal de cette étude était
de comprendre la notion d’isogénie et de I'utiliser pour comprendre le théoréme de Hasse, essentiel
pour le comptage de points.

— Le cas particulier des courbes elliptiques définies sur C (présenté en section 4), reformulant les
notions de géométrie algébrique avec le langage de ’analyse complexe, plus aisé & comprendre
pour nous (et donc étudié en amont). L'intérét de ce point de vue est qu'il est transposable a
d’autres corps que C, (en particulier aux extensions de Q,), et qu’il permet de justifier un calcul
de relévement p-adique d’une courbe elliptique a partir d’une équation polyndmiale.

— Le groupe formel, trés utilisé comme outil de calcul par Satoh, qui fait I'objet de la section 5.

— Les propriétés du relévement p-adique d’une courbe elliptique (admises en raison de notre in-
suffisante maitrise de la théorie des nombres et de la géométrie algébrique pour les comprendre
pleinement). Elles font 'objet de la section 6.

Une fois toutes ces notions abordées, nous avons pu étudier pleinement I’algorithme de Satoh (dans la
section 7), faire état de certaines approximations et en proposer une implémentation machine avec le
langage Sage.

Ce rapport présente une double fonction. Il sert bien str & présenter notre travail mais ceci aurait
sans doute pu étre fait de fagon plus concise. Il est donc aussi une compilation de tout le contenu
mathématique, auparavant inconnu pour nous, que nous avons abordé au cours de ce projet. Il est concu
comme un outil de travail, auquel nous nous sommes référés continuellement pour partager et actualiser
nos connaissances. Pour que I’exhaustivité de ce rapport ne rebute pas le lecteur, nous avons donc mis
en annexe les développements les plus techniques et les plus périphériques. Comme nous sommes entrés
dans les détails, nous tenons cependant & présenter 'intégralité de ce que nous avons vu.

Nous avons fait tout notre possible pour rendre le parcours de ce rapport agréable. Il y a deux
documents : un pour le corps du texte, I'autre pour les annexes. Toutes les notions introduites font
l’objet d’une motivation dans la perspective d’une application concréte. Les résultats principaux sont
encadrés en bleu et les théorémes centraux sont encadrés en rouge. Ainsi nous vous souhaitons une bonne
lecture.



Une bréve histoire de ce PSC : organisation et difficultés rencon-
trées.

Ce PSC a principalement consisté en un travail de recherche bibliographique. Une fois les références
adéquates réunies, il nous a fallu nous organiser pour y comprendre ce qui nous était nécessaire. Nous
avons di régler pour cela différents problémes organisationnels :

1. Comment partager I’étude des notions indispensables sachant que la compréhension des unes
nécessite parfois celles des autres et que nous ne le savons pas a priori ?

2. Comment faire en sorte que tous les membres du PSC aient une vision d’ensemble et connaissent
tous les outils mathématiques nécessaires 7

3. Comment s’assurer de la bonne gestion de notre temps ?

Pour répondre a la premiére question, nous avons tenté une répartition "a premiére vue", en "pariant"
9 ?

sur les notions prétendument indépendantes®. Nous avons construit de petits groupes de deux & trois
personnes pour étudier indépendamment ces notions. Voici par exemple la répartition que nous avions
adopté dans la proposition détaillée :

Théme Théorie des corps Nombres p-adiques Isogénies.
et théorie de Galois. | et relévement p-adique
d’une courbe elliptique.
"Spécialistes" | Pierrick Dartois Quentin Yang Gustave Billon

Emmanuel Pinglier | Raphaél Yu Pedro Freire Mascarenhas Pontes
Minmin Ge

Il restait bien str d’autres notions & étudier, que nous comptions aborder ensuite.

Pour échanger les informations entre les membres du groupe (deuxiéme question), nous avons adopté
la méthode des exposés. Chaque semaine lors des réunions PSC, chacun passait a tour de role en début
de séance pour expliquer son travail aux autres afin que chacun en maitrise les fondamentaux. Nous
sollicitions aussi des exposés lors des entretiens avec notre tuteur. Ceci a bien fonctionné au début,
notamment pour les nombres p-adiques ainsi que la théorie des corps sur laquelle nous avons beaucoup
insisté car nous pensions - a raison - qu’il s’agissait d’un prérequis transversal.

Pour la gestion du temps, nous nous sommes donné un échéancier avec I’étude de 3 premiéres notions
de septembre & décembre, I’étude des suivantes de décembre & février et le début de la programation de
février a avril.

Toutefois, ce systéme de répartition par notions indépendantes et exposés réguliers a vite rencontré
ses limites.

Tout d’abord, les notions prétendument indépendantes ne 1’étaient pas vraiment et nous en avons
parfois sous-estimé I’ampleur mathématique. La notion d’anneau de valuation discréte, vue dans ’étude
des nombres p-adiques, était par exemple nécessaire a la compréhension de certaines notions de géométrie
algébrique élémentaire. Nous nous sommes aussi rendus compte qu’il fallait détacher un groupe pour
I’étude de notions profondes de théorie algébrique des nombres avant d’aborder la preuve du théoréme de
Deuring (6.3.2), résultat tout a fait central pour notre sujet d’étude. Nous avions constamment le souci
de maitriser toute la construction mathématique des outils introduits et utilisés. Aussi, vu le nombre
considérable de notions & étudier pour en arriver & comprendre la preuve de ce théoréme, nous avons
fini par ’admettre. Nous risquions de perdre en rigueur et de creuser les écarts dans le groupe, pour ce
résultat théorique. Ceci nous aura ainsi été enseigné : une recherche bibliographique n’est pas un sentier
battu. Nous ne pouvons en connaitre a I'avance la difficulté. Prévoir une organisation trop formelle était
donc voué a ’échec.

Les exposés ont aussi vite rencontré leurs limites. En effet, ils étaient souvent assez chronophages et
empéchaient donc le groupe d’avancer de facon effective. Par ailleurs, ces séances trainant souvent en
longueur, la concentration de certains membres de notre équipe baissait inévitablement avec les heures.

Nous avons donc décidé d’adopter une organisation moins formalisée dans la répartition du travail.
Plutdt que d’affecter des personnes & des grands thémes, nous nous donnions chaque semaine des missions
précises. Chacun avait bien siir un théme de prédilection mais quand un groupe spécialisé présentait une
difficulté, il pouvait par exemple demander du renfort. Ainsi, par exemple, Emmanuel et Pierrick ont
"migré" vers la théorie algébrique des nombres une fois la théorie de Galois terminée afin d’envisager
la preuve du théoréme de Deuring. Les "spécialistes" des nombres p-adiques ont aussi pu répondre aux
questions des "spécialistes" de géométrie algébrique sur la notion d’anneau de valuation discréte. De
méme, au moment d’aborder I'implémentation de ’algorithme, Quentin qui était affecté a I’étude de la

1. a I'exception de la théorie des corps et de la théorie de Galois, comme nous le verrons plus tard.



proposition 4.2. de Dlarticle de Satoh ([1]) est venu aider Minmin et Raphaél a programmer. Au lieu
de faire des exposés systématiquement, nous exposions nos connaissances & la demande de ceux qui
en avaient besoin. De plus, le rapport servait de référence commune pour certaines questions techniques.
Cette organisation flexible est devenue de plus en plus efficace au fur et & mesure que chacun se spécialisait
et que notre compréhension du sujet s’améliorait.

Bien stir, I'inconvénient majeur de cette méthode est que tous les membres du groupe ont des connais-
sances assez hétérogénes, puisqu’ils sont spécialisés, ce qui peut nuire a la compréhension d’ensemble. La
lecture partagée du rapport et le retour a des séances d’exposés et de questions/réponses devrait régler
ce probléme d’ici la soutenance. Nous sommes confiants sur ce point puisque nous avons su atteindre nos
objectifs : comprendre en détail et implémenter ’algorithme de Satoh.

En effet, cette organisation moins formelle nous a permis de respecter les jalons que nous nous étions
fixés. Nous avons simplement eu un petit retard dans 'implémentation de I'algorithme, assez rapidement
corrigé courant avril. Grace au travail régulier et & la motivation de chacun, notre PSC n’a pas som-
bré sous les flots des séances de MIE du mercredi aprés-midi et autres banalisations des crénaux par
I’'administration de 'Ecole tant décriées dans le dernier IK Enseignement.
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Par convention, dans tout ce document, les corps et les anneaux sont commutatifs et les
anneaux sont intégres, sauf mention du contraire.

1 Contexte général du sujet.

Comme nous le verrons, ce sujet requiert un important bagage théorique. Aussi souhaitons-nous
commencer par des considérations pratiques.

Le cryptage RSA nous a rendu bien des services jusqu’a présent pour sécuriser nos données. Cependant,
si les recherches liées a la factorisation des nombres entiers progressent suffisamment pour casser ce type de
cryptosystéme, il peut étre intéressant de trouver un autre procédé de cryptage. Une des pistes possibles
est le logarithme discret dans un groupe fini. Les courbes elliptiques définies sur les corps finis, une fois
munies d’une structure de groupe abélien, peuvent donc étre utilisées pour la cryptographie. La question
est alors de savoir quelles sont les courbes elliptiques dans lesquelles le probléme du logarithme discret est
suffisament difficile a résoudre. Nous verrons que c’est 1a que le comptage de points intervient. Présentons
d’abord plus en détail les problémes liés & la cryptographie.

1.1 Quelques considérations sur la cryptographie.
1.1.1 Principe des cryptosystémes

Le probléme est le suivant. Deux interlocuteurs Alice et Bob veulent communiquer sur un canal
de transmission non sécurisé, de sorte qu’un tiers Fve est susceptible d’intercepter leurs échanges. Par
exemple, Alice peut étre un consommateur, Bob un site d’achats en ligne a qui Alice transmet ses données
bancaires pour réaliser un paiement et Fve un cyber-pirate.

Pour sécuriser ses données bancaires, Alice va les chiffrer avant de les envoyer & Bob, de telle facon
que seul Bob puisse les lire. Alice et Bob vont donc utiliser un cryptosystéme, c’est-a-dire un ensemble de
clés de chiffrement, utilisées pour chiffrer des messages, chacune étant associée a une clé de déchiffrement
permettant I'opération inverse, et qui est trés difficile & trouver a partir de la seule clé de chiffrement.
Alice choisit une clé k, de telle sorte que Bob connaisse la clé d; de déchiffrement associée. Elle chiffre
ses données bancaires m a laide de k, et envoie le cryptogramme obtenu ¢ & Bob. Si Eve intercepte c,
elle ne pourra rien en faire sans connaitre la clé dj (du moins si le cryptosystéme est bien congu). A la
fin de la chaine, Bob déchiffrera les coordonnées bancaires de Alice en utilisant dj.

Les cryptosystémes les plus simples utilisent la méme clé pour chiffrer et déchiffrer les messages :
on parle alors de cryptographie symétrique. C’est le cas du chiffre de César par exemple, qui consiste a
décaler dans ’alphabet les lettres du message a crypter. Il est important pour ce type de chiffrage que
la clé soit tres difficile & trouver a partir de seuls messages cryptés, méme en grand nombre. Ce n’est
pas le cas du chiffre de César qui peut étre cassé & partir d’une simple analyse fréquentielle du message,
mais il existe des cryptosystémes symétriques trés solides, utilisant notamment des réseaux de Feistel. En
revanche, la cryptographie symétrique nécessite un premier échange entre Alice et Bob pour se mettre
d’accord sur la clé, qui peut étre interceptée par Fve a cette occasion. Pour remédier & ce probléme, on
utilise la cryptographie a clé publique.

1.1.2 La cryptographie a clé publique

La question est de savoir comment Bob peut connaitre la clé dy de maniére efficace et sécurisée. Le
plus simple est de travailler avec des cryptosystémes dits a clé publiqgue. Bob publie la clé k (appelée clé
publique) avec laquelle il veut étre joint, mais pas la clé dy (la clé privée) avec laquelle il va déchiffrer ses
messages. Si Alice veut le joindre, elle doit chiffrer son message avec la clé k. Ainsi il n’y a pas besoin
d’une premiére communication non cryptée entre Alice et Bob pour se mettre d’accord sur k et di. De
plus, en général, la relation chiffrement / déchiffrement est symétrique, ¢’est-a-dire qu’un message chiffré
avec une clé de déchiffrement peut étre déchiffré avec la clé de chiffrement associée. Ainsi, si Alice veut
savoir si ¢’est bien Bob qui lui demande des informations, elle peut exiger de lui qu’il crypte ses messages
avec sa clé privée dj. Si elle peut déchiffrer le cryptogramme obtenu avec la clé publique k, elle est assurée
que le message vient de Bob.

L’exemple le plus connu de cryptographie a clé publique est le cryptosystéme RSA (encore trés large-
ment utilisé aujourd’hui). On se donne un groupe abélien fini G de cardinal n secret. Généralement,
on choisit G = (Z/NZ)* avec N = pq, et p et g sont deux grands nombres premiers, on a alors
n = @(N) = (p—1)(g—1). On se donne un exposant k premier a n qui constituera la clé publique
et un exposant d gardé secret, qui constituera la clé privée, telle que kd = 1[n] 2, l'existence de d étant

2. n est gardé secret de fagon & ce que I'on ne puisse pas remonter facilement & d a partir de k par une simple application
de lalgorithme d’Euclide étendu. C’est parfois difficile de trouver un groupe public, dans lequel tout le monde puisse calculer



assurée par le théoréme de Bézout. Alice s’arrange pour que son message soit traduit en un élément m
de G, et envoie le cryptogramme ¢ = m* a Bob. Bob le décode avec sa clé privée d :

Mais les systémes a clé publique présentent un inconvénient. Fve peut trés bien mener une attaque a
clair choisi, c’est a dire chiffrer des messages de son choix avec la clé publique k, et utiliser les crypto-
grammes obtenus pour en déduire la clé de privée d. Elle saura alors comment déchiffrer tous les messages
recus par Bob. 3

C’est pourquoi, dans le protocole HT'TPS par exemple, trés largement utilisé pour assurer la sécurité
des échanges par internet, Alice et Bob commencent par se mettre d’accord sur une clé commune & 'aide
d’un cryptosystéme a clé publique, puis ils utilisent cette clé pour crypter leurs échanges de fagon symé-
trique. Cette fagon de faire présente également l'avantage d’étre plus rapide, la cryptographie symétrique
nécessitant moins de temps de calcul que la cryptographie asymétrique. C’est notamment le principe de
I’échange de clés de Diffie-Hellman.

1.1.3 L’Echange de clés de Diffie-Hellman

On se donne G un groupe cyclique d’ordre n qui contiendra la clé finale et g un générateur de G. En
pratique G = (Z/pZ)* pour p un nombre premier assez grand 4. Alice choisit secrétement un entier a au
hasard dans {0,--- ,n — 1} et Bob choisit de la méme fagon un entier b. Alice calcule g% et l’envoie a
Bob, qui éléve le résultat & la puissance b pour obtenir k = ¢%°. De méme, Bob calcule g’ et I’envoie a
Alice, qui éléve a son tour le résultat a la puissance a pour trouver k. Eve qui épie leurs couversations
n’aura connaissance que de g, g% et ¢g°. Pour trouver k, elle devra savoir traiter le probléme du logarithme
discret dans G, c’est a dire savoir retrouver a et b & partir de g, g% et ¢g°; probléme a ce jour trés difficile
a résoudre lorsque n =| G | assez grand et G bien choisi.

Une fois la clé secréte k échangée, Alice et Bob peuvent communiquer de fagon symétrique en toute
sécurité en appliquant le protocole d’El-Gamal. Si Alice veut envoyer un message m a Bob, elle calcule
le cryptogramme ¢ = km et I’envoie 4 Bob, qui le décrypte en calculant k~'c. La procédure est identique
si Bob veut envoyer un message a Alice, c’est pour cette raison que le cryptosystéme El-Gamal est
symétrique.

On retiendra que la plupart des cryptosystémes & courbes elliptiques fonctionnent selon ce principe.
Il faut donc s’assurer que le groupe G dans lequel on travaille soit tel qu’il est trés difficile de résoudre le
probléme du logarithme discret pour trouver la clé k.

1.1.4 Pourquoi compter les points : le probléme du logarithme discret.

On voit que I’échange de clés de Diffie-Hellman pose un critére pour savoir si un groupe G est approprié
pour faire de la cryptographie : le probléme du logarithme discret est-il facile a résoudre dans G 7 Précisons
d’abord la notion de logarithme discret.

Définition 1.1.1. Soit G un groupe abélien fini et g,h € G. On appelle, sous réserve d’existence, loga-
rithme discret en base g de h le plus petit entier naturel a tel que h = g*. On le note ly(h).

L’un des algorithmes les plus efficaces pour résoudre ce probléme est ’algorithme de Pohlig-Hellman.

Théoréme 1.1.2 (Pohlig-Hellman). Soient G un groupe cyclique de cardinal n, g € G un générateur de
G et h € G quelconque. Alors il existe un algorithme permettant de trouver ly(h) avec :

0 Z ap(log(n) + /p) + log(n)?

pln

opérations arithmétiques élémentaires ot n = [, p°r est la décomposition de n en produit de facteurs
premiers (que l’on suppose connue).

Démonstration. Voir annexe A.1l. O

pour crypter des messages mais dont le cardinal reste secret. C’est ’avantage du choix du groupe G = (Z/NZ)* car 'on
peut connaitre N = pq tout en ignorant n = (p — 1)(¢ — 1), dont le calcul nécessite de connaitre la factorisation de N
(question trés difficile & résoudre lorsque N devient grand).

3. Il est possible de contourner cette difficulté en changeant de clés souvent, ou en complexifiant le cryptosystéme de
telle fagcon qu’un méme message ne donne pas toujours le méme cryptogramme. En général, les cryptosystémes type RSA
en eux mémes évitent ce type d’erreur. Il suffit de prendre une clé publique k trés grande, de telle fagcon qu’il soit difficile
de remonter aux messages en clairs m, a partir des cryptogrammes mF.

4. Un sous-groupe cyclique d’une courbe elliptique pourrait tout aussi bien convenir.



On constate donc que le probléme du logarithme discret est d’autant plus facile a résoudre lorsque
n = |G| n’admet que des petits facteurs premiers. Lorsque le groupe choisi est une courbe elliptique
définie sur F,, il est donc utile d’en compter les points. Tel est 'objet de I’algorithme de Satoh. Mais
avant d’aller plus loin, il est indispensable de définir les courbes elliptiques et de les munir d’une structure
de groupe abélien.

1.2 Commencgons... Généralités sur les courbes elliptiques.

Nous présentons ici ce qu’est une courbe elliptique et comment est construite la loi de groupe sur une
courbe elliptique.

Dans ce paragraphe, K désigne un corps commutatif et K la cloture algébrique de K. Les preuves de
cette section sont en annexe A.3.

Définition 1.2.1. On appelle plan projectif sur K et on note P2(K) I’ensemble des classes d’équivalence

de K’ \ {0} modulo la relation ~ donnée par :
VA,BeR’, s~y 3INecK,A=\B

Pour tous x,y,z € K, on note [z : y : 2] la classe d’équivalence de (z,y, z) modulo ~.
On appelle ensemble des points K-rationnels I’ensemble :

PXK):={[z:y:2]|z,y,2 € K}

Pour faire simple, le plan projectif peut étre vu comme l’ensemble des droites de K3 passant par
lorigine. Il peut aussi étre vu comme le plan K? auquel on ajoute des points & 'infini.

Définition 1.2.2. On appelle courbe de genre 1 sur K un ensemble E de la forme :
E={P:=r:y:z € P*K)| F(z,y,2) =0}
ou F € K[X,Y, Z] est un polynéme homogéne de la forme :
F=YZ-X34+aXYZ—a:X?’Z +a3YZ? —as X Z? — as 2>

avec a1, -+ ,a6 € K. On dit que E est définie sur K lorsque tous les coefficients précédents sont dans K.
On note alors E(K) := ENP?(K) I'ensemble des points de K.

En faisant la substitution x := % et y:= %, on voit que :
E={P:=[z:y:1] e P’K)| f(z,y) =0} U{O}

avec O := [0 : 1 : 0], appelé point & linfini (heuristiquement équivalent du point (x,y) = (0,00) car

Z =0) et f € K[X,Y], le polynome donné par :
F=Y? - X34+ a1 XY —aX?+ a3y —as X —ag

Définition 1.2.3. L’équation f(x,y) = 0 est appelée équation de Weierstrass et le polynome f est appelé
polyndéme de Weierstrass.

Cette équation peut encore étre simplifiée dans le cas ou la caractérigtique de K (que I'on notera
car(K) dans toute la suite) est distincte de 2. En effet, en faisant la substitution :
Y — alX — as
2

Y =
On trouve que : R
f=Y"?—4X3—byX?% —2b4 X — b

avec .
by 1= CL% + 4@2, by :=2a4 + aiasz, bﬁ = CL% + 4ag

est un polynome de Weierstrass de la courbe E associée & F définie par :

E::{{x:%:l}Hx:y:l]GE}U{O}
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De la méme facon, on peut lorsque car(K) > 5, par une substitution analogue, supprimer le terme en X?2
du polyndéme de Weierstrass (en changeant les coefficients) pour obtenir un polynome de Weierstrass de
la forme :

f=Y?>-X®_-AX-B

Ce constat sera largement utilisé par Satoh en pratique.
Nous allons maintenant définir une loi de groupe sur une courbe de genre 1 F fixée. Deux

points P et ( de E différents de O peuvent étre vus comme des points de K car ils sont entiérement
déterminés par leurs coordonnées x et y. Si P et @ sont distincts, il existe alors une unique droite D
du plan passant par ces points. Lorsque D n’est pas verticale (i.e. lorsque 2(P) # 2(Q)), déterminer les
points d’intersection entre cette droite et la courbe F (entiérement déterminée par le polynéme f) revient
a résoudre une équation polynomiale de degré 3 & une variable, qui posséde trois solutions (comptées avec
multiplicité) dans le corps algébriquement clos K. Il existe donc un troisiéme point d’intersection R entre
D et E (qui peut étre éventuellement confondu avec P ou Q). On considére alors la droite verticlale D,
passant par R, ie d’équation x = z(R) (qui peut étre vue géométriquement comme la droite d’intersection
entre R et O). Cette droite D’ a deux points d’intersection avec E (issus de la résolution d’une équation
polynomiale d’ordre 2 & une variable) : R, et un autre point que l'on notera P @ Q.

On veut maintenant généraliser le calcul de P & @) aux autres cas. Si P = O, on remplace D par
la droite d’équation z = z(Q) et si Q@ = O, on remplace D par la droite d’équation x = z(P) dans
la construction précédente. Il est clair que dans ces deux cas on obtient respectivement P et ) comme
résultat (car alors D = D’). O joue donc le role d’élément neutre et on peut donc convenir que O®0O = O.

Le cas ot P = @ # O est plus délicat. On aurait bien envie de prendre pour droite D la tangente &
la courbe E (notion & définir). Mais cette tangente ne va pas toujours étre bien définie ce qui motive les
développements qui vont suivre.

Le dernier cas a traiter et le cas ou D est verticale. On conviendra alors dans ce cas que P @ Q = O.

On a représenté géométriquement ci-dessous la loi d’addition des points dans le cas réel (K = R).

6.0 4 . 4
D' 501
4.0 T
4.0 1 P=Q
3.0
P+Q=3912.0 +
2.0 L1
P+Q /
1.0 -1
t t t t » 0 2.0
-3.0 -2.0 2.0 3.0
R R
D /120 +

FIGURE 1 — Loi d’addition sur la courbe de Figurg 2 — Loi d’addition sur la courbe de
genre 1 d'équation y* = 2? + 2o +3, cas P # genre 1 d'équation y* = o + 22 +3,cas P =
Q. Q.

Définition 1.2.4. Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weierstrass f(x,y) = 0. On dit qu’un
point P =[x :y:1] € E\{O} est singulier lorsque :

of _of

0X oY

Une courbe de genre 1 est dite singuliére si elle posséde au moins un point singulier. Sinon, elle est

appelée courbe elliptique. Pour une courbe de genre 1 EE donnée, on notera E, s l’ensemble de ses points
non singuliers.

(z,y) (z,y)=0
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Définition 1.2.5. Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weierstrass f(xz,y) = 0. Soit P := [zg :
yo : 1] € E\ {O} un point non-singulier. Alors on appelle tangente & E en P, la droite d’équation :

(&~ 0) o (20,0) + (4~ 30) g (z0,30) = 0

Il est possible de caractériser les courbes elliptiques en introduisant les notations suivantes associées
a I’équation de Weierstrass :

bg := a%a6 + dagag — arazay + agag — GZ, A= —b%bg — 8bi — 27b% + 9bobybg
Définition 1.2.6. La quantité A est appelée discriminant de F.
Proposition 1.2.7. Si car(K) # 2 alors :

1 1
A = cedise(f(X,0)) = gedise (4X° +0:X2 + 204X + bs)

disc désignant la fonction discriminant et f étant le polynome de Weierstrass alternatif introduit préce-
demment. Ceci justifie le nom de discriminant donné a la quantité A.

On dispose de la caractérisation suivante des courbes singuliéres :

Proposition 1.2.8. Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weierstrass f(x,y) = 0. Alors E
est singuliere si et seulement si A = 0. Dans ce cas, il n’existe qu’un seul point singulier.

Nous savons donc maintenant comment caractériser les courbes singuliéres, qui sont en général élimi-
nées dans les applications cryptographiques (de fagon a étre stir que tout point de la courbe est un point
du groupe). Nous verrons cependant que ce n’est pas absolument nécessaire pour définir une structure
de groupe car on peut se restreindre & I’ensemble F,,; des points non-singuliers. Pour définir cette loi de
groupe, commencons par donner des formules d’addition sur les points non-singuliers.

Proposition 1.2.9 (formules d’addition des points). Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weiers-
trass :

flzy) =y* — 2 + ayzy — aox® + asy — asy — ag =0
Soient Py, Py € E s \ {O} et Py := Py & Py que l'on écrit Py := [x; : y; : 1] pouri € {1,2}, alors :
(1). P, admet un opposé ©OPy := [x1 : —y1 — a1x1 — ag : 1].
(2). Sixy # xo alors Py :=[x3 : y3 : 1] avec :
3 =M 4amA—ay—x1 —x0 et y3= —(A+a1)zs —v—as
ol :

Y2 — Y1 Y12 — Y21
A= WVRES
T2 —T1 T2 — T1

(3). Si P =Py et 2y; + ayxy + az # 0 alors :

3 =M HamA—ay—x1 —x2 et y3= —(A+a1)zs —v—as
avec :
N 333% + 2a071 + a4 — a1y L —x? + a4x1 + 206 — asy;
2y + a1y +az 2y1 +arz1 + az

On déduit des formules précédentes le résultat suivant :

Corollaire 1.2.10. (E,s,®) est un groupe abélien. En outre, ’ensemble E(K) := E,s NP?(K) des
points de K est un sous-groupe de (Epns, ®).

Dans toute la suite, on ne considérera que des courbes elliptiques (non singuliéres). On aura donc
FE,s = FE et on ne se souciera plus des points singuliers. On se placera aussi en caractéristique plus grande
que 5, de fagon & pouvoir mettre le polynéme de Weierstrass de la courbe elliptique sous la forme :

f(X,)Y):=Y?-X*-AX - B

avec A(E) = —16(A3 + 27B?) # 0. A terme, nous travaillerons avec E définie sur F, et nous calculerons
le cardinal du groupe fini E(F,), utilisé comme cryptosystéme.
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1.3 Le comptage de points sur les courbes elliptiques.

Maintenant que nous savons ce qu’est une courbe elliptique et que nous avons compris l'intérét du
comptage de points sur une courbe elliptique, nous présentons ici différents algorithmes ainsi que leurs
complexités.

1.3.1 La formule de Lang-Trotter

La formule de Lang-Trotter est un algorithme naif qui permet de calculer le cardinal d’une courbe
définie sur [F), lorsque p est un petit nombre premier. Elle s’appuie sur la formule :

2>+ Az + B
o) -y ¥ (EEA)
z€F, p
. Ici, on utilise le symbole de Legendre c’est-a-dire :
a 0 sia=0
Va € T, (7> = 1  siaestun carré dans I,
p —1  sinon

Cet algorithme ne s’applique pas tel quel dans Fy ni dans F; mais des adaptations sont possibles. Quoi
qu'il en soit, il nécessite O(p) opérations (ou O(gq) quand on I’adapte dans Fy), ce qui en fait un algorithme
exponentiel. Il est donc loin d’étre optimal.

1.3.2 La méthode de Shanks

La méthode de Shanks est un principe général qui permet de calculer le cardinal d’une groupe abélien
fini. Pour 'appliquer, il suffit de connaitre un majorant du cardinal et de savoir calculer la loi du groupe.

Soit £ une courbe elliptique sur [F,, de cardinal m. Par le théoréme de Hasse que nous verrons plus
tard®, on a [m — (p+1)| < 2,/p. On pose alors S = 4,/p et r = [V/S]. L'idée est de calculer un entier n
tel que |n — (p+1)| < 2\/p et nP =0 ot P est un point aléatoire de la courbe.

— Pas de bébé : On calcule P, 2P, ... rP

— Pas de géant : On calcule 2rP, 3rP, ... r?P

— Collision : On calcule H; = (|p +1 —2,/q] + jr)P Vj < r et on cherche une collision du type

H; = jP. Grace au théoréme de Hasse, on sait qu’une telle collision a toujours lieu. Lorsque 1’ordre
de P est supérieur a 4,/g, il existe une unique collision et on a m = |p+1—2,/q] +7i—j. Du travail
supplémentaire est nécessaire afin de trouver un point P dont l'ordre est suffisamment grand.

La méthode de Shanks permet de calculer le cardinal d'une courbe elliptique définie sur F,, en O(/p).
Elle est adaptable dans Fj, (¢ = p™) mais sa complexité est exponentielle en n. Bien qu’elle soit sensible-
ment plus rapide que I'algorithme naif, elle nécessite aussi O(y/p) emplacements mémoire disponible en
mémoire vive !

1.3.3 L’algorithme de Schoof

L’algorithme de Schoof est le premier algorithme polynomial (1985) qui répond & notre probléme. 11
consiste a calculer mmodl pour de petits nombres premiers [. Il est cependant trop complexe pour que I’on
détaille ici son fonctionnement. Depuis sa parution, il fait I’objet de nombreuses études et d’innombrables
raffinements. C’est d’ailleurs I’algorithme de School-Elkies-Atkin (SEA), considéré comme le meilleur, qui
est implémenté sur Pari/GP. 11 est efficace sur tout type de courbes et permet un calcul en O(log(q)*)
opérations.

1.3.4 L’algorithme de Satoh

En 1999, Satoh, propose une méthode originale qui repose sur le relévement dans Q, et permet un
calcul plus rapide en petite caractéristique. Ainsi, & p > 5 fixé, il permet un calcul en O(n3+¢) pour tout
€ > 0. En petite caractéristique, l'algrotithme de Satoh est donc bien meilleur que celui de Schoof. Dans
notre PSC, nous avons décidé d’étudier ’algorithme de Satoh aussi aurons-nous ’occasion de le détailler
plus tard dans le rapport. En attendant, voici une courbe qui compare les temps de calcul que nous avons
obtenu avec 'algorithme que nous avons programmé, comparés avec ’algorithme SEA implémenté dans
Sage.

5. théoréme 3.8.2
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Temps de calcul (s) en fonctionde N

Temps (s)

50 / S choof
/ e Satoh

40

30 /

20 /

10 /

Les valeurs indiquées ont été obtenues en effectuant une moyenne sur 20 mesures de temps. Lors de
chaque mesure de temps, on tire aléatoirement deux coefficients A et B et on applique les deux algorithmes.
Les écarts-types mesurés pour lalgorithme de Satoh sont trés grands pour N < 10 (de l'ordre de 5 a
10%) mais négligeables dés que N > 15 (moins de 1%).
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2 Relévement p-adique du corps de base F,.

L’idée principale de Satoh consiste a résoudre le probléme du comptage de points en se plagant en
caractéristique nulle, via un relévement p-adique du probléme. En effet, le souci principal de F, est
que tous les calculs se font en caractéristique p non nulle ce qui présente une difficulté
calculatoire (on perd de l’information dans les calculs). S’il existait un moyen de "conserver
P’information contenue dans les restes modulo p", la tache serait simplifiée. D’ou I’idée de
travailler dans un corps plus gros (que nous baptiserons Q,) dont la réduction des éléments
modulo p donne des éléments de IF,. Dans cette section, nous présentons une construction
de ce relévement du corps de base F,.

2.1 Généralités sur les corps valués.

Afin d’étre plus adapté aux calculs modulo p, Q, est muni d’une topologie particuliére, distincte de
la topologie archimédienne classique (sur Q et R). L’idée est de partir de Q et de le munir de la topologie
p-adique. Une fois ceci fait, on étend Q en un corps complet Q,,.

Q, se réduira en F,, (nous donnerons plus tard un sens a cette notion de réduction). Pour relever F,
il faudra prendre une "bonne" extension de Q,.

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques généralités sur une classe de corps dont font partie Q,
et Qg : les corps valués.

2.1.1 Corps valués.
Définition 2.1.1. Soit K un corps. On appelle valuation sur K une application v : K — R U {+o0}
vérifiant pour tous x,y € K :
(). v(z) = +o00 <=z =0.
(ii). v(z-y) = v(x) + v(y).
(iii). o(z +y) > min(v(2), o(y)).
Un corps muni d’une valuation (K, v) est appelé corps valué.
On peut constater immédiatement que v induit un morphisme du groupe (K*, x) vers le groupe (R, +).

Ainsi, v(K*) est un sous-groupe de (R, +) qui est donc soit monogeéne (c’est & dire de la forme aZ avec
a > 0) soit dense dans R.

Définition 2.1.2. L’application v est appelée valuation discréte lorsque v(K*) est un sous-groupe mo-
nogene de (R, +).
Définition 2.1.3. On appelle norme sur K une application |.| : K — Ry telle que pour tous x,y € K :
(i). |[z]=0<=z=0.
(ii). )|z -yl = [z[ly|.
(iii). [z +yl < |z| +[yl.

Elle est dite ultramétrique, si de plus la condition suivante, qui implique (ii). est réalisée :

Vo,y € K, |z +y| < max(|z], |y])

Remarque : Si (K,v) est un corps valué alors 2 — a*(®) définit une norme ultramétrique pour tout
a €]0,1[. Réciproquement, si K est muni d’une norme ultramétrique |.| alors & — —blIn|z| définit une
valuation sur K pour tout b > 0.

Lemme 2.1.4 (topologie ultramétrique). On suppose ici que |.| est ultramétrique. Alors :

(1). Si, z,y € K vérifient |x| # |y| alors |x +y| = max(|z|, |y|). En conséquence, siv est associée a |.|
et si x,y € K vérifient v(x) # v(y) alors v(x + y) = min(v(x),v(y)).

(ii). Sixo € K et r > 0 alors pour tout x € B(xo,r), B(x,r) = B(xg,r). Autrement dit, tout point
d’une boule est au centre de ladite boule.

(iii). Deuz boules de K sont soit disjointes soit contenues l'une dans lautre.
(iv). Les boules de K sont a la fois ouvertes et fermées.
(v). Les composantes connezes de K sont des singletons. On dira alors que la topologie de K est

complétement discontinue.

Démonstration. Voir annexe C.1.1 O
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Exemples :
1). Dans Q on connait déja des valuations. Si p est un nombre premier et n un entier relatif, on pose :

vp(n) := max{k € N | p*|n}

et 'on peut étandre v, & Q en posant pour tout r € Q, v,(r) := vy(a) — v,(d), (a,b) € Z x Z* étant un
représentant fractionnaire de r. Il est aisé de vérifier que cette définition ne dépend pas du représentant
choisi et que v, définit bien un valuation discréte sur Q. On 'appelle valuation p-adique et on appelle
norme p-adique la norme ultramétrique associée, définie par :

|$|p = pivp(z)
pour tout =z € Q.
2). Dans le corps des fractions de ’anneau des séries formelles a coefficient dans un corps K :
+oo
K((X)) := { Z an X" |¥n € Z, a, € Ket Ing € Z, ¥n < ng, an = 0}
n=—oo
on peut définir une valuation discréte en posant pour tout f =S4 _a, X" € K((X)) :

n=—oo

vx(f) := min{n € Z | a,, # 0}

Proposition 2.1.5. Soit (K,v) un corps valué. On définit :
Ok :={zx €Klv(z) >0} et Mg,:={xeK(z)>0}

Alors Ok, est un sous-anneau de K appelé anneau des entiers de K et Mk, est un idéal mazimal
de Ok . Ainsi, le quotient K, := Ok /Mg, est un corps appelé corps résiduel de K.

Démonstration. Ok, est stable par somme et produit d’aprés les points (i7). et (4i7). de la définition
d’une valuation. En outre, v(1) = 0 et v(0) = +o00 donc 0,1 € Ok ,,. Donc est bien un sous-anneau de K.
Les points (i%). et (i43). de la définition d’une valuation assurent en outre que Mg, est stable par somme
et par multiplication par tout élément de Ok ,. Comme v(0) = 400, on conclut que Mg, est bien un
idéal de Ok s .

Pour prouver la maximalité de Mk ,, il s’agit de montrer que K, = Ok, /Mg, est bien un corps. Soit
T € K. Alors T admet un représentant = dans Ok, \ Mk, qui est donc non nul et qui vérifie v(x) = 0.
Mais alors 0 = v(1) = v(z - 271) = v(z) + v(z7!) = v(z7!) donc 27! € Ok, \ Mk, et ainsi la classe de
z~! modulo Mg ,, est un inverse de T dans K,. D’ou le résultat. O

Remarque : La preuve précédente nous a permis d’obtenir aussi que le groupe des inversibles U (Ok )
de Ok, est Ok, \ Mk, v, I'ensemble des éléments de valuation nulle.

En outre, 'équivalence entre norme ultramétrique et valuation nous assure que Ok, = B(0,1) et
Mg , = B(0,1). Ce constat sera particuliérement utile dans la preuve du lemme de Hensel.

2.1.2 Anneaux de valuation discréte.

Nous présentons maintenant une classe de corps valués a laquelle appartiennent les corps p-adiques
(Qg, Qq). Le point de vu adopté ici consiste & s’intéresser d’abord a Ok, avant (K, v).

Définition 2.1.6. On appelle anneau de valuation discréte un anneau commutatif principal (i.e. un
anneau intégre dont tous les idéauxr sont engendrés par un seul élément) admettant un unique idéal
premaier.

Proposition 2.1.7. (7). Soit K est un corps muni valuation discréte v. Alors Ok, est un anneau
de valuation discréte et K est son corps de fractions.

(ii). Soient A est un anneau de valuation discréte et K son corps de fractions. Alors A n’admet
qu’un seul élément irréductible r & multiplication par un inversible prés. Tout élément x de A*
s’écrit alors de fagon unique x = ur® avec u inversible dans A et k € N. On pose alors v(zx) := k et
v(0) = +00. On étend facilement v a K en posant v(y) = v(a) —v(b) pour tout y € K, (a,b) € Ax A*
étant un représentant fractionnaire de y. Cette définition est indépendante du représentant choisi,
et on obtient ainsi une valuation discréte sur K. Pour cette valuation, A = Ok, et l'unique idéal
premier de A est Mk , = rA.
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Démonstration. Voir annexe C.1.2. O

Remarque : Nous venons d’établir une équivalence entre corps muni d’une valuation discréte et anneau
de valuation discréte. Nous venons en outre de prouver que l'irréductible r (unique & multiplication par
un inversible prés) qui engendre I'idéal maximal Mk ,, est toujours tel que v(r) engendre le groupe v(K*)
et que réciproquement si v(r) est un tel générateur alors r engendre toujours My ,.

Définition 2.1.8. On appelle uniformisante un élément r qui engendre ’idéal mazimal My , d’un anneau
de valuation discréete (K, v).

Le point de vue de [4] briévement évoqué ici (partir des anneaux de valuation discréte au lieu des
corps valués) permet de démontrer des résultats profonds a la croisée de la théorie des nombres et de
la géométrie algébrique. Ayant pour ambition de démontrer le théoréme de Deuring sur 'existence d’un
relévement p-adique canonique d’une courbe elliptique, qui nécessite de bien comprendre les isogénies,
nous étions allé plus loin dans I’étude de ces notions. Désormais d’un intérét limité pour nous puisque nous
avons abandonné la preuve du théoréme de Deuring (trop difficile & notre niveau), nous avons développé
ces aspects dans I’annexe D. Notons toutefois qu'un résultat central de la théorie développée en annexe
(la proposition D.3.7) sert & démontrer un théoréme reliant degré d’une isogénie et ordre de cette isogénie
en un point (voir proposition E.9.1).

2.1.3 Corps locaux et complétion.
Nous introduisons enfin la vraie notion intéressante pour les corps p-adiques.
Définition 2.1.9. Un corps local est un corps valué complet pour une valuation discréte.

La complétude est une propriété importante pour le calcul itératif, car elle assure la convergence des
suites de Cauchy. Une grande partie du travail pour construire des corps locaux revient donc & compléter
des corps déja existants. Voyons comment faire cela.

Ce développement sur la complétion peut étre sauté en premiére lecture (bien que 'omission des
preuves 'ait rendu moins technique). Le lecteur pressé peut donc se reporter immédiatement aux exemples
précédant la proposition 2.1.13. Dans ce paragraphe, on fixe (K, |.|) un corps normé, que l'on cherche a
compléter. On note C(K) 'ensemble des suites de Cauchy a valeurs dans K et 0(K), Pensemble des suites
de K qui convergent vers 0 (on remarque immédiatement que 0(K) C C(K)).

Lemme 2.1.10 (convergence des suites de C(K)). (1). Si (an)nen € C(K) alors (|an|)nen converge
dans R.

(ii). Si|.| est ultramétrique alors toute suite de C(K) \ 0(K) est de norme constante a partir d’un
certain rang.

(iii). Si (an)nen, (bn)nen € C(K) et si (an — bp)nen € 0(K) alors nEToo|a"| = ngrfoo|bn|

Démonstration. Voir annexe C.1.3 O

Proposition 2.1.11. C(K) est un anneau commutatif pour les lois + et x dérivées de K et 0(K) en est
un idéal mazimal.

Démonstration. Voir annexe C.1.3 O

Nous venons donc de voir que K := C(K)/0(K) est un corps et que la norme [.| de K peut s’étendre

a K tout entier d’aprés le point (¢i¢). du lemme C.1.6, en posant pour tout a € K, [a| = hlf |an| pour
n——+0oo

un représentant (an)nen quelconque de @ (dont la valeur de [a| ne dépend pas).
Ceci définit bien une norme car 'inégalité triangulaire et la multiplicativité passent a la limite. En

outre, si @ € K est de norme nulle alors @ admet un représentant (a,)nen tel que lirf lan] = 0. On a
n—-+0oo
alors a,, — 0ie. a€0(K)ie a=0.
n—-+oo

On peut enfin remarquer en passant a la limite que le caractére ultramétrique est conservé. On a en
fait des résultats topologiques encore meilleurs.

Théoréme 2.1.12. (K, |.|) est un surcorps normé complet de K et K est dense dans K. Pour cette raison,
K est appelé complété de K.

Démonstration. Voir annexe C.1.3 O
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Dans le cas ou la norme |.| est ultramétrique, on peut lui associer une valuation v. Nous avons travaillé
ici dans le but d’obtenir des corps valués complets.

Dans le cas ot v est discréte on dispose de a > 0 tel que v(K*) = aZ. Ainsi, v(K*) est fermé et ’U(K*)
qui n’est, par construction, rien d’autre que 'adhérence de v(K*) est égal a v(K*). Donc le prolongement
de la valuation K a K reste discret.

Exemples :

1). R est le complété de Q pour la norme usuelle. Cependant, R muni de la norme usuelle n’est pas un
corps local.

2). Pour tout nombre premier p on désignera par Q, le complété de Q pour la norme p-adique |.|, définie
en annexe. On l'appelle corps des nombres p-adiques C’est un corps local car v, est une valuation discréte.
On note Z, = Oq,,», son anneau d’entiers appelé anneau des entiers p-adiques.

Cet exemple est fondammental tant pour la théorie des corps locaux que pour les applications qui
nous intéressent. Nous avons travaillé pour cela. Enongons quelques résultats sur le corps Q.

’Proposition 2.1.13. L%déal mazimal de Z;, est Mg, v, = pZyp- ‘

*

Démonstration. vy(Qj) = v,(Q*) = Z donc v,(p) = 1 engendre v,(Qj) et p est une uniformisante (voir
derniére remarque du paragraphe précédent). Ainsi, My, o, = pZ,. O

’Proposition 2.1.14. Le corps résiduel de Q, est Z,/pZ, = Z/pZ. ‘

Démonstration. On a 1 € Z,, car v,(1) = 0 donc Z C Z,, et ainsi, deux entiers congrus modulo p dans Z
sont aussi congrus modulo p dans Z,, ce qui donne l'inclusion Z/pZ C Z,/pZ,.

Réciproquement, soient T € Z,/pZ, et © € Z, un de ses représentants. Par densité de Q dans Q,
(prouvée dans le théoréme C.1.8), on dispose de r € Q tel que v,(x —r) > 1. Mais alors v,(r) > 0 car
sinon, on aurait v,(r) < 0 < v,(z) et donc vy(x — ) = min(v,(z), v,(r)) = vp(r) < 0 d’aprés le lemme
2.1.4. Ecrivons 7 := ¢ avec (a,b) € Z x N*. Alors v,(a) > v,(b) donc quitte a diviser numérateur et
dénominateur par pU»(®), on peut supposer vp(b) = 0 et vp(a) = vp(r). b est donc premier avec p donc
inversible modulo p d’aprés le théoréme de Bézout et on dispose alors de ¢ € N tel que be = 1 [p]. Mais

alors :
1—be

vp(r —ac) = v, (a ) = vp(a) + vp(1 — be) — vy(b) = vy(a) + vy(1 — be)
Avec vp(a) = vp(r) > 0 et v,(1 —be) > 1 vu que be = 1 [p]. Ainsi, v,(r — ac) > 1 et donc :
vp(x —ac) = vp((x —7) + (r — ac)) > min(v,(x — 1), vp(r —ac)) > 1
Donc ac € Z C Zy, et T = ac dans Z/pZ. D’ou I'inclusion réciproque. O

Remarque : On a déja obtenu un premier résultat simple en vu des applications ultérieures : on sait
comment relever [, = Z/pZ.
Terminons ce paragraphe avec un résultat de structure des corps locaux.

Théoréme 2.1.15. Soient K un corps local de corps résiduel K, r une uniformisante et S(K) un
systéme de représentants des éléments de K modulo rOxk .. Supposons que v(r) = 1. Alors tout
élément © € K* s’écrit de maniére unique sous la forme :

+oo
T = E anr"

n=v(x)

0t (an)n>uv(z) est une suite d’éléments de S(K).

Démonstration. Soit z € K*. Alors zg := r—*@z ¢ Ok, On peut donc considérer by € K, la réduction
de z¢p modulo 7Ok, = Mk ,. Puis, comme xy — by € 7Ok 5, 21 := xo;b‘) € Ok, donc on peut considérer
b1, la réduction de x1 modulo Ok, = Mk ,,. On définit alors par récurrence les suites (zg)ren € OHN@J et

(br)ken € S(K)N déja initialisées en posant pour tout k € N :

Ty — by
Tht1 1= " et by :=x; mod rOk,,

On obtient aisément par récurrence que pour tout k € N :

k—1
Ty = E birt + xpr®
i=0
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_ w(a)
Avec v(zxr*) > k donc 7y k—) 0. Ainsi, la série Y.~ ber® converge vers xg = r~ *™ x dans K et on
—+oc0 =

obtient bien 'existence de la suite (ay,)

> (o désirée en posant pour tout n > v(x), @y 1= byyy(a)-

Z o)

Pour montrer 'unicité de la suite (@, )n>y(x), il suffit de montrer I'unicité de la suite (by)ren associée.
Soit donc (ci)ren € S(K)N telle que zop = ZZ_:()) cprk = 2‘;’% bpr®. Alors en réduisant cette égalité
modulo 7Ok, on obtient que ¢y = by, puis en supposant que ¢y = by, -+ ,by = ¢ pour k£ € N et
en réduisant ’égalité modulo rkHOKﬂ,, on obtient que cx41 = br41. On en déduit donc l'unicité par
récurrence. O

Exemple : Nous venons d’obtenir en particulier que tout élément z de ;‘, s’écrit de maniére unique

comme série :
—+o0
x = E app"

n=vp(x)

0t (@n)n>v, () est une suite d’éléments de S(Z/pZ) = {0,--- ,p — 1}.
Nous avons méme une méthode algorithmique pour trouver cette série. Regardons par exemple 1’écri-
ture de —1 dans Z,. L’unique élément de {0,--- ,p — 1} qui reléve —1 est p — 1, puis I'unique élément de

{0,--- ,p— 1} qui reléve %p_l) = —1 est p—1 etc. On en déduit :

“+o0

~1=> (p—1p"

n=0

dans Z,,.

Cette écriture semble bien pratique mais elle présente toutefois une difficulté technique. Si 'on veut
additionner et multiplier dans Q,,, on ne peut pas simplement le faire terme a terme ou avec un produit de
Cauchy. 11 faut faire en sorte que les coefficients restent dans {0,--- ,p — 1}, ce qui revient a reporter des
retenues de chaque coefficient sur les suivants. Nous n’implémenterons pas cela nous-méme car il existe
des algorithmes efficaces pour le faire déja implémentés en Sage.

Tréve de considérations pratiques. Soit x € Z,. On peut alors écrire (quitte & prendre les premiers

termes nuls) :
—+oo
x = E anp"
n=0

On remarque alors que z = hIJIrl x, pour la topologie induite par la valuation p-adique, avec :
n—-+oo

n
VneN, x,:= Z arp®
k=0

On peut en outre remarquer que pour tous entiers m < n, on a ,, = T [pmﬂ]. On constate donc que
Z, a une structure de limite projective au sens de la définition suivante :

Définition 2.1.16. Soient (I,<) un ensemble totalement ordonné et (E;);c; une famille d’ensembles
telle que pour tout i,j € I tels que i < j, il existe une fonction f; . E; — B, la famille de fonctions
(f})ijer vérifiant :
i<j | | |
VZ7]7k€IJ§]Sk:>f;Ofg:f]z

On dit alors que <(Ei)iej, (f;)”g) est un systéme projectif et on appelle limite projective de (E;);cr
1<j
l’ensemble :

@Ez = {(xi)iel c HEZ |VZ,] S I,i S]:> T; = f;(xj)}
el

Considérons le systéme projectif ((Z/p”Z)neN*, (f,,”@)n’meN*> ol pour tous n, m € N* tels que n < m,
n<m
o Z/p™7 — Z/p"Z est la réduction modulo p"*t. Alors nous venons de voir que :

Z, =l Z/p"Z

On pourrait travailler avec cette définition pour Z,.
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2.2 Polyndémes dans les corps locaux, lemme de Hensel.

Supposons que 'on connaisse une racine d’un polynéme modulo p (par exemple dans F,). La question
est de savoir comment relever cette racine dans un corps p-adique (par exemple Q,). Ceci est un point
crucial pour les calculs de satoh, mais aussi pour la construction de Q.

Dans tout ce paragraphe, (K, v) sera un corps valué complet, méme lorsque ce n’est pas précisé dans
les hypothéses des résultats énoncés.

Théoréme 2.2.1 (Hensel). Soient (K,v) un corps valué complet et P € Ok ,[X]. On suppose qu’il
eziste © € Ok, tel que |P(z)| < |P'(z)|. Alors il existe & € Ok, une racine de P telle que

|z —¢] < '5,(—(?) < |P'(x)|. C’est par ailleurs la seule racine de P contenue dans B(x,|P'(x)]).
Démonstration. Voir annexe C.2. O

Remarque : Ce théoréme posséde une application algorithmique qui permet de trouver la racine €.
C’est une simple application de la méthode de Newton que le lecteur peut trouver en annexe.
On peut traduire cette version technique du lemme de Hensel en terme de relévement de racines.

Corollaire 2.2.2. Soient P € Ok ,[X] unitaire et P sa réduction modulo My ... Supposons que P
admette une racine simple @ dans K, (le corps résiduel de K). Alors il existe une unique racine
o € Ok, de P dont la réduction modulo My, soit égale a @.

Démonstration. Prenons oy € Ok, un représentant de @ modulo Mg ,. Alors modulo Mk , : P(ag) =

P(a) =0 et donc P(ag) € Mk, de sorte que |P(ap)| < 1. En outre, P'(ag) = P(@) # 0 car @ est racine

simple de P. Ainsi, P'(ag) € Ok, \ Mk, et ainsi |P'(ag)| = 1. Donc ’PIT((S(‘)’))Q ‘ < 1 et le lemme de Hensel
assure l'existence d’un unique o € B(ay, |P'(ap)]) N Ok,» = B(ap, 1) N Ok, tel que P(a) = 0. On peut
donc écrire o = o + h avec h € B(0,1) = Mg, donc la réduction modulo Mk , de « vaut bien @y = @.

En outre, si 8 € Ok, vérifie les mémes hypothéses alors B = @ modulo Mty ,, donc d’apres le point
(7). du lemme 2.14, 8 € B(a,1) N Ok, = B(ap,1) N Ok, et ainsi § = o« par unicité d’un tel a €
B(ag, 1) N Ok . O

On pourra trouver en annexe C.2 quelques compléments sur le relévement de facteurs polynomiaux
(et non plus seulement de racines).

Nous terminons ce paragraphe par des considérations trés utiles sur les polynémes a coefficients dans
K, et sur les K-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition 2.2.3. Pour tout P =37 ;a; X" € K[X], on définit la valuation de Gauss de P par :

ve(P) := Olgliignv(ai)

Remarque : On peut facilement vérifier que la valuation de Gauss suit les axiomes (). et (i4i). d’une
valuation sur K[X], Paxiome (i%). étant remplacé par un axiome de sous-multiplicativité. Cet axiome (i3).
est cependant vérifié lorsque la valuation v sur K est discréte.

On peut associer une norme a vg en prenant ||.|| := a¥¢ pour a €]0,1[. Mais K[X] ne peut pas étre
un corps normé car ce n’est pas un corps. C’est en fait un K-espace vectoriel normé au sens suivant (tout
a fait analogue a celui de R et C) :

Définition 2.2.4. Si (K, |.|) est un corps normé, et si E est un K-espace vectoriel on dit que ||.|| : E —
R4 est une norme sur E lorsqu’elle vérifie pour tous x,y € E et A € K :

(). ||z]| =0 <= z = 0.
(). [[A-z| = [Alflz].
(iii). [lz +yll < ll=] + [l

On retrouve alors plein de résultats qui sont vrais sur R et C lorsque K est complet (hypothése faite
dans tout le présent paragraphe). Entre autres, on peut étendre la définition d’un espace de Banach
comme K-espace vectoriel normé complet et obtenir qu’ainsi le théoréme du point fixe de Banach reste
vrai avec les mémes hypothéses. De méme, on peut aussi montrer que toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie.

Finissons cette remarque en notant que, sur K, [X], il est facile de vérifier que si K est complet pour
v alors K,,[X] est complet pour vg. Ces constats sont importants pour la suite.

Terminons ce paragraphe avec un lemme que nous utiliserons pour prolonger les valuations dans le
paragraphe qui suit :

Lemme 2.2.5. Soit P € K[X] irréductible tel que P(0) € Ok . Alors P € Ok ,[X].

Démonstration. Voir annexe C.2 O
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2.3 Extension non ramifiée de corps locaux et application au relévement de
F

Nous avons vu au paragraphe 2.1.3 comment relever F,,, en construisant le corps local Q,. Nous savons
que F, est une extension finie de degré n de F,, (avec la convention habituelle ¢ = p™). Il est donc naturel
de prendre une extension finie de degré n de Q, pour relever [F,. Cela pose cependant des difficultés
techniques, comme par exemple le prolongement de la valuation p-adique, que nous traiterons dans le
paragraphe qui suit.

q°

2.3.1 Prolongement d’une valuation.

Introduisons tout d’abord un outil technique pour prolonger la valuation d’un corps valué.

Définition 2.3.1. Soit L. une extension finie d’un corps K. Pour tout x € L, on définit la norme de x
sur IL, notée Ny x(z), et la trace de x sur L, notée Ty, /x (x), respectivement comme le déterminant et la
trace de ’endomorphisme K-linéaire y € L. — zy € L.

En fait, c’est & partir de la norme de Ny g que nous définirons la norme prolongée sur L. Voyons
maintenant un calcul de cette quantité.

Lemme 2.3.2. Si l’on note ag le coefficient constant du polynéme minimal de x € L sur K et d son
degré, alors d|[L : K],

[L : K}(Ld,1

Nyji(z) = (—1) =Rl e Tijx(z) = — d
Démonstration. Voir annexe C.3.1 O

Avant d’aborder le prolongement de la valuation, commencons par caractériser 1’équivalence des
normes sur un corps normeé.

Définition 2.3.3. On dira que deux normes sur un corps normé sont équivalentes si elles définissent la
méme topologie (i.e. les mémes ouverts et les mémes fermés).

Proposition 2.3.4. Soit K un corps muni de deux normes |.|1 et |.|a. Alors |.|1 et |.|2 sont équivalentes
si et seulement si il existe o € R tel que |.[o = |.|{.

Démonstration. Voir annexe C.3.1 ]

Théoréme 2.3.5 (prolongement des valuations). Soient (K,v) un corps valué complet et L une
extension finie de K. Alors v se prolonge de maniére unique en v sur I donnée par :

1

o(x) = mv

(N (z))

pour tout x € L.

Démonstration. Voir annexe C.3.1 O

Corollaire 2.3.6. Soit K la cloture algébrique du corps valué (K, v). Alors il existe une unique maniére
de prolonger v a K.

Démonstration. Si x € K, alors K[z] est une extension finie de K puisque z est algébrique. Donc il n’y a
qu’un seul prolongement de v a K[z] d’aprés la proposition précédente, défini par v(z) := v( N[k (T))-
Ceci étant vrai pour tout = € K, on en déduit immédiatement I’existence et 'unicité. O

2.3.2 Extension non-ramifiée d’un corps local et relévement de F,.

Dans ce paragraphe, on fixe (K, v) un corps local dont le corps résiduel K est parfait (c’est a dire
un corps de caractéristique nulle ou de caractéristique non nulle dont le morphisme de Frobenius est
surjective). On fixe aussi L une extension finie de K dont on note L le corps résiduel (pour la valuation
qui prolonge v sur L, encore notée v). v étant fixée, la dépendance en v de Ox ., Mk, etc... ne sera plus
précisée.

Proposition 2.3.7. L est une extension finie de K de degré au plus [L : K].

Démonstration. Voir annexe C.3.2 O
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Définition 2.3.8. On dit que L/K est une extension non-ramifiée lorsque [L : K] = [L : K].

Théoréme 2.3.9. Soit M une extension finie d’un corps parfait K, corps résiduel de K. Alors il
existe une extension finie non-ramifiéce W (M)/K de corps résiduel M.

Démonstration. Comme ce résultat est crucial, nous en donnons la preuve ici méme. K étant un corps
parfait et M étant une extension finie de K, le théoréme de ’élément primitif (tel qu’il est énoncé dans
[6]) assure I'existence de @ € M tel que M = K[a]. Soit P le polynéme minimal de @ sur K et P € Og[X]
un représentant unitaire de P modulo M.

Alors comme P est irréductible dans K[X], P est aussi irréductible dans Ox[X]. En effet, si P = QR
avec Q, R € Og[X] et 1 < deg(Q),deg(R) < deg(P) alors P = QR avec 1 < deg(Q),deg(R) < deg(P),
car P étant unitaire, les coefficients dominants de @) et R sont inversibles donc non nuls modulo Mk. P
est donc irréductible dans K[X]. En effet, si Q, R € K[X] vérifient P = QR avec 1 < deg(Q), deg(R) <
deg(P), alors on a vg(QR) = vg(P) > 0. Or, v étant une valuation discréte vg(QR) = v (Q) + va(R)
(d’aprés la remarque qui suit la définition d’une valuation de Gauss, faite en 2.2) et Pon dispose d’une
uniformisante 7 sur K. Donc quitte a quitte & multiplier Q par r—¢(@ et R par r*¢(@) on peut supposer
que v¢(Q),va(R) > 0, donc que @, R € Og[X]. Ceci contredit I'irréductibilité de P sur Og[X].

Ainsi, M := K[X]/(P) est un corps et une extension finie de K de degré deg(P) = [M : K]. Mais
alors le corps résiduel M de M (muni de la valuation v qui prolonge celle de K) contient ¢, la classe
du monéme X de K[X] modulo P (réduite de P modulo Mg, qui coincide avec celle modulo My).
Ainsi K[¢] C M. Mais ¢ est une racine de P, qui est irréductible et unitaire, donc égal au polynéme
minimal de ¢. Ainsi, [M : K] > [K[¢] : K] = deg(P) = [M : K] et d’aprés la proposition précédente
[M:K]>[M:K]=[M: K]. Donc M est une extension de degré [M : K] de K, que 'on peut donc
identifier & M. Ains, M/K est non ramifiée et on peut poser W (M) := M. O

Application : Nous pouvons donc appliquer le travail entrepris au cas qui nous intéresse. On prend
K := @Qp, qui est un corps local lorsqu’il est muni de la valuation p-adique v,. Q, a pour corps résiduel
K =T,, qui est parfait. On sait que [, est une extension finie de degré n de F,, (car ¢ = p"). Le théoréme
précédent assure alors existence de W(IF,), une extension non-ramifiée de Q, (donc de degré n), de corps
résiduel F,.

Pour simplifier on notera Qg := W (IF,) et Z, := O (r,) son anneau d’entiers.

Terminons avec la notion d’extension non ramifiée maximale, que Satoh utilise aussi dans son article.

Définition 2.3.10. Soit K un corps local de corps résiduel parfait K. Considérons l’ensemble E(K) de
toutes les extensions finies L de K dans K, la cloture algébrique de K. Alors on appelle extension non
ramifiée maximale de K, et on note K™ [’ensemble :

K= ) W)
Le&(K)

Proposition 2.3.11. K" est un sous-corps de K, la cloture algébrique de K.

Démonstration. Voir annexe C.3.2 O

Remarque : Nous avons vu au paragraphe précédent que ’on pouvait prolonger la valuation v définie
sur K de fagon unique sur W(L) pour toute extension L finie de K (W (L) étant une extension finie de
K). On peut donc prolonger v de fagon unique sur K™ vu son écriture, ce qui fait de K™ un corps valué.

Introduisons enfin un lemme qui nous servira pour établir certains résultats techniques de Satoh.

Lemme 2.3.12. Soit P € Og[X] un polynéme unitaire dont la réduction P modulo My est sans facteur
carré. Alors toutes les racines de P sont dans Ognr.

Démonstration. Voir annexe C.3.2 O

*

Nous avons introduit ici un prérequis d’algébre majeur : la construction de Q,. Nous nous
servirons aussi beaucoup de la notion d’anneau de valuation discréte au cours du rapport. Le
lecteur pourra trouver d’autres développements d’algébres assez généraux dans les annexes
B et D. Mais il est grand temps de rentrer dans le vif du sujet en nous concentrant plus
spécifiquement sur les courbes elliptiques.
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3 Isogénies et géométrie algébrique élémentaire sur les courbes
elliptiques.

Cette section est le coeur mathématique du sujet car elle comprend en substance, toute
les propriétés algébriques et géométriques des courbes elliptiques. Il s’agit d’étudier des
fonctions rationnelles définies sur une courbe elliptique, & partir desquelles on peut notam-
ment caractériser la structure de groupe de cette courbe (voir théoréme 3.2.11) et définir des
morphismes entre courbes elliptiques. Ces morphismes enrichissent la structure et donnent
des informations sur les courbes elliptiques. Sur les corps finis par exemple, 1’étude de
certains de ces morphismes donne accés au nombre de points (théoréme de Hasse). Pour
comprendre 1’algorithme de satoh, la géométrie algébrique en genre 1 est donc un passage
obligé.

Au départ, notre référence sur le sujet était [7]. Mais le haut niveau de connaissance mathématique
attendu du lecteur sur le sujet ainsi que le renvoi récurrent a des ouvrages généraux et trés difficiles
de géométrie algébrique nous ont empéché de saisir les concepts introduits en profondeur. Depuis le
précédent rapport, nous avons trouvé une référence plus accessible que [7] pour introduire ces prérequis
de géométrie algébrique. Cette référence [8], est en fait un cours donné a 1'Université Paris VIII qui
introduit ces notions de facon élémentaire en substituant les résultats d’algébre profonds au calcul, ce
qui a le mérite de les clarifier & ce stade de nos études. La plupart des résultats seront donc prouvés en
annexe E; a 'exception de ceux qui sont manifestement trop calculatoires.

Dans toute cette section, K désignera un corps de caractéristique différente de 2 et 3° et E une courbe
elliptique sur K. On sait qu’alors le polynéme de Weierstrass associée & FE peut s’écrire :

W(X,Y)=Y?-X>—-AX - B
avec A, B € K et A(E) = —16(443 + 27B?) # 0.

3.1 Fonctions rationnelles définies sur F.
3.1.1 Généralités.

Remarquons tout d’abord que le polynome de Weierstrass W est irréductible dans K[X,Y]. En effet,
sinon, on aurait une factorisation de la forme W(X,Y) = (Y —p(X))(Y —¢(X)) avec p, ¢ € K[X] et donc
on aurait :

p(X)g(X)=X*+AX+B et pX)+q¢X)=0

Donc p et ¢ ont méme degré, ce qui est incompatible avec le fait que pq soit de degré 3. Ainsi, 'anneau :
K[E] = K[X, Y]/(W(X,Y))
des classes de polynomes modulo 'annulation sur £ est un anneau intégre.

Définition 3.1.1. On appelle anneau des polynomes sur E 'anneau K[E]. Son corps de fractions, noté
K(E) est appelé corps des fonctions de E.

Commengons par voir a quoi ressemblent les polynomes sur FE :
Proposition 3.1.2. Si f € K[E] alors il existe un unique couple (p,q) € K[X]? tel que :
FX,Y) = p(X) +Yq(X)
Cette écriture est appelée la forme réduite de f.

Démonstration. Pour I'existence, il suffit de remplacer Y* par (X3 + AX + B)g pour k pair et V(X3 +
AX + B)% pour k impair pour tout monéme X*Y'! apparaissant dans Pécriture de f. Pour 'unicité,
on remarque que si (p1,q1), (p2,q2) € K[X]? vérifie p; + Yq1 = p2 + Yo dans K[E], alors W divise
(p1—p2)+Y (¢1 —q2) donc en regardant le degré en Y, on obtient nécessairement que (p1 —p2)+Y (g1 —¢2) =
0, ie p1 =pa et 1 = qo. O

Définition 3.1.3. Pour f :=p+ Yq € K[E], on appelle conjugué de f et on note f le polynéme :
J=p(X) - Yq(X)
On appelle norme de f, le polynome :
N(f) = F = p(X)’ ~ (X’
qui peut étre vu comme un polynome de K[X] en remplacant Y2 par X® + AX + B.

6. Ces cas induisent des complications techniques et pour cette raison, Satoh ne les traite pas.
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On vérifie facilement les propriétés suivantes sur le conjugué et la norme :

Proposition 3.1.4. (1). La conjugaison est additive et multiplicative.
(ii). Si f € K[E] et P € E alors f(P) = f(—P).
(iii). La norme est multiplicative.

(iv). Si f € K[E] vérifie N(f) =0, alors f =0.

Démonstration. Les trois premiers points sont immédiats. Pour le quatriéme, il suffit de remarquer que

si f(X,Y) =p(X) +Yq(X) € K[E] vérifie N(f) = 0 alors :
p(X)? = (X® + AX + B)q(X)?
donc un polynoéme de degré pair égalise un polynéome de degré impair et donc p=¢ =20 . O

Remarquons que la norme permet aussi de définir une forme réduite dans K(E). En effet, si f, g € K(FE)
et g # 0 alors :

f_ i3
g N
et en écrivant la forme réduite de fg, on trouve une forme réduite pour 5 :

f—r S
;=X +Ys(X)

avec r, s € K(X). Il est aisé de vérifier que cette écriture est unique. On peut donc de la méme fagon
définir le conjugué et la norme d’une fonction sur F.

L’introduction de la notion de norme permet de définir une "bonne" notion de degré dans K[E] et
K(E).

Définition 3.1.5. On appelle degré d’un polynéme f € K[E] le degré de N(f) comme polynome de K[X].
Etant donné une fonction de E, F € K(E) et un de ses représentants 5 avec f,g € K[E], on définit aussi
le degré de F par :

deg(F) = deg(f) — deg(g)
qut ne dépend pas du représentant choisi.

On dispose d’une formule simple pour le degré d’un polynéme :

Proposition 3.1.6. Si f € K[E] a pour forme réduite p(X) + Yq(X) alors :

| max(2deg(p),2deg(q) +3) sig#0
deg(f) = { 2deg(p) sinon

En outre, le degré ainsi défini vérifie les mémes propriétés que le degré usuel des polynomes (la
multiplicativité notamment).

3.1.2 Evaluation d’une fonction de E en un point, anneau local des fonctions en un point.

On veut maintenant évaluer les fonctions de E en des points de E. Remarquons que comme les points
de E sont a coordonnées dans la cloture algébrique K de K, le résultat est a priori dans K U {co}, la
valeur co étant réservée aux cas ou la division par 0 est inévitable. Tenant compte de cette difficulté et
afin de ne pas perdre en généralité, on s’autorise & considérer des polynomes et des fonctions sur E a
coefficients dans K. On notera donc K[E] et K(E) les objets analogues a K[E] et K(E) pour K.

Définition 3.1.7. Si f € K[E] alors le point P € E\{O} est dit réqulier lorsqu’il existe un représentant
¥ de f tel que h(P) # 0. Sinon P est appelé pole de f. Si P est régulier et que g(P) = 0, P est un zéro
de f.

Le degré va nous donner un critére pour évaluer une fonction sur F.

Régles d’évaluation : Soient f € K(F), 4 un représentant de f et P € E.
(i). Si P # O n’est pas un pole de f, on peut supposer h(P) # 0, et on pose alors f(P) := %.
(ii). Si P # O est un pdle de f, alors on pose f(P) := co.
(iii). Si P = O alors f(P) vaut respectivement 0, le rapport des termes de plus haut degré de
g et h, ou oo selon que deg(f) < 0, deg(f) = 0 ou deg(f) > 0.
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Définition 3.1.8. Etant donné P € E, on appelle anneau local de E' en P [’anneau KLE]p des fonctions
sur E dont P n’est pas pole. On appelle idéal local de E en P lidéal M(E)p = {f € K[E]p, f(P) = 0}.

Proposition 3.1.9. K[E]p est un anneau de valuation discréte d’idéal maximal M(E)p.

Démonstration. Voir annexe E.1 I

Remarque : Notons au passage que la preuve du résultat précédent a permis d’obtenir que ordo (f) =
—deg(f) pour toute fonction f € K(E).

Proposition 3.1.10. Le corps des fractions de K[E]p est K(E), qui est donc un corps valué pour l'unique
valuation discréte normalisée relative & K[E]p et Mp, que l’on notera ordp.

Démonstration. Ceci est clair puisque les polynomes sont des éléments de K[E]p. O

Remarque : La notion d’anneau localisé en un idéal fractionnaire est introduite dans ’annexe D.2. Nous
avons illustré cette notion dans un cas particulier en faisant les preuves & la main au lieu d’appliquer des
résultats généraux. Nous avons jugé que l'exposé était plus clair ainsi.

Voyons une application simple mais trés utile du travail mené sur K[E]p.

Proposition 3.1.11. Si f € K(E) et P € E\ {O} alors P est un pole de f si et seulement si f admet
un représentant i tel que h(P) =0 et g(P) # 0.

Démonstration. Le sens <= est trivial. Supposons que P soit un poéle de f. Alors on peut écrire f =

r?,rdp Dy avec rp une uniformisante en P (que l'on peut prendre polynomiale d’aprés la preuve de la

proposition précédente puisque P # O) et u € K[E]p dont P n’est pas pole. Puisque f ¢ K[E]p car
P est un pole de f, on a ordp(f) < 0 donc en prenant quO un représentant de u, on obtient que g et

h = r;ordp (f )ho conviennent. O

Proposition 3.1.12. Soit f € K[E]\ {0}. Alors :
(). f n’a qu’un nombre fini de poles et de zéros.

(i))- > pep ordp(f) = 0.

(iii). Si f n’a ni zéro ni pole, alors f est constante.

(iv). Si f est non constante, alors f est surjective.

Démonstration. Voir annexe E.1 O

3.2 Groupe des diviseurs de FE.

Définition 3.2.1. On appelle groupe des diviseurs d’une courbe elliptique E le groupe libre composé des
sommes formelles :
S el

PcE

avec (np)peg famille d’entiers a support fini. On note Div(E) ce groupe.
Définition 3.2.2. Pour D =Y pcpnp(P) € Div(E), on définit son ordre et sa norme respectivement
par :
ord(D) = Z np et |D|:= Z |np|

PcE PeE\{0}
On définit aussi Din” (E) := {D € Div(E), ord(D) = 0}.
Définition 3.2.3. On peut assossier un diviseur a une fonction rationnelle f € K(E) par la formule :

div(f) =Y ordp(f)(P)

PEE

Notons que la famille (ordp(f))per est bien & support fini d’aprés le point (7). de la proposition
3.1.12. Le diviseur d’une fonction vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 3.2.4. Soient f,g € K(E) \ {0}. Alors :
(1). ord(div(f)) =0
(ii). div(fg) = div(f) + div(g).
(iii). div(f) = div(g) si et seulement si f et g sont colinéaires.
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Démonstration. Le point (7). est une conséquence immédiate du point (¢7). de la proposition 3.1.12 et le
point (i7). découle de la multiplicativité de ’ordre en un point d’une fonction de E (qui est une valuation
discréte). Puis, le point (i¢). assure que :

div <§> = div(f) —div(g) =0
donc 5 n’a ni zéro ni podle, donc elle est constante d’aprés le point (ii7). de la proposition 3.1.12. D’ou
(4i17). O

Il s’agit maintenant de savoir si réciproquement, un diviseur D € Div(E) est le diviseur d’une fonction.
Nous savons déja qu'il est nécessaire que ord(D) = 0 i.e. que D € Div’(E) pour cela. Nous verrons que
D doit vérifier une hypothése supplémentaire pour cela.

Définition 3.2.5. Un diviseur D € Din’(E) est dit principal lorsqu’il existe f € K(E) telle que D =
div(f). On note Princ(E) le groupe des diviseurs principauz et Pic(E) le groupe quotient Div(E)/ Princ(E)
appelé groupe de Picard de E. On définit de la méme maniére Pic®(E) := Din®(E)/ Princ(E).

Définition 3.2.6. On dira que deux diviseurs D1 et Doy sont équivalents lorsque D1 — Do est principal,
c’est a dire lorsqu’ils ont la méme classe dans le groupe de Picard.

Pour chercher des conditions de "principalité", on commence par réduire les diviseurs a des formes
les plus simples possibles & équivalence prés.

Proposition 3.2.7. Si D € Div(E) alors il existe D1 € Div(E) tel que |D1| < 1, ord(D;1) = ord(D) et
D~ D;.

Démonstration. Voir annexe E.2. O
Proposition 3.2.8. Soient P,Q € E. Alors le diviseur (P) — (Q) est prinicpal si et seulement si P = Q.
Démonstration. Voir annexe E.2. O

A ce stade, nous pouvons aisément donner une condition nécessaire et suffisante de principalité d’un
diviseur. Pour cela, introduisons la notion de somme d’un diviseur :

Définition 3.2.9. Soit D = > pcpnp(P) € Div(E). On appelle somme de D et on note sum(D),

{’évaluation de D dans E :
sum(D) = Z npP

Théoréme 3.2.10. D est principal si et seulement si son ordre et sa somme sont nuls. ‘

Démonstration. Voir annexe E.2 O

Remarque : Il peut étre utile pour certaines applications de se restreindre aux points rationnels de la
courbe elliptique F, c’est-ad-dire aux points & coordonnées dans K. En particulier, si D est un diviseur
a support dans I’ensemble des points rationnels de somme et d’ordre nuls, on voudrait savoir s’il existe
f € K(E) telle que D = div(f). C’est en fait toujours le cas car la fonction f construite dans la preuve
de la proposition 3.2.7 est a coeflicients dans K lorsque le diviseur est a support dans E(K), ensemble
des points rationnels. En effet, les formules d’addition des points montrent que si droite passe par deux
points de E(K) alors le troisiéme est dans E(K). En outre, une droite qui passe par deux points rationnels
est & coefficients dans K.

Les outils développés ici permettent aussi de prouver que la loi d’addition des points introduite dans
la section 1 est une loi de groupe abélien, en particulier qu’elle est associative (point délicat a vérifier).

Théoréme 3.2.11. L’application :

®:E — Pi®(E)
P +—— (P)—(0O)+ Princ(E)

est une bijection telle que ®(P+ Q) = ®(P) + ®(Q) pour tous P,Q € E. Ceci montre en particulier
que E est un groupe pour l'addition des points isomorphes au groupe PicO(E).
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Démonstration. L’injectivité de ® est une conséquence immédiate de la proposition 3.2.8. Soit D €
Div?(E). Alors comme D est de degré nul la proposition 3.2.7 assure que D ~ 0 = (0)—(0), D ~ (P)—(0)
ou D ~ —(P)+ (O) avec P € E\ {O}. Dans le dernbier cas, on peut remarquer que :

div(X —zp) = (P)+ (—P) — 2(0)
et donc que (P) + (—P) — 2(O) ~ 0 pour obtenir par somme dans Pic’(E) :
D~ (=P)—(0)

D’ott la surjectivité de ®.
Soient P,Q € E. Alors :
®(P+Q)=(P+Q)—(O)+ Princ(E)

Or, on a vu dans le développemnt précédent sur les droites que :
(P+Q)~(P)+(Q)—(0)
Dou ®(P + Q) = ®(P) + (Q). O

3.3 Morphismes, isogénies.
3.3.1 Généralités.

Définition 3.3.1. Soient F; et Es deux courbes elliptiques sur K. On appelle morphisme une application :

(,ZSZEl — E2
P o— (f(P),9(P))

avec f,g € K(Ey) vérifiant Wa(f,g) =0, Wy étant le polyndme de Weierstrass de Es.

Remarque : Précisons une petite difficulté dans la définition précédente. Lorsque P est un poéle de 'une
des deux fonctions f et g, on convient que ¢(P) = Op,.

Un morphisme peut aussi étre vu comme un point fini de la courbe elliptique F2(K(E7)) constituée
des points a coordonnées dans le corps K(E7) des fonctions rationnelles sur E; vérifiant 1’équation de
Weierstrass de E5. On peut donc additionner les morphismes en utilisant la loi d’addition des points sur
E5(K(E1)). On peut alors vérifier en utilisant les formules d’addition que si ¢, sont deux morphismes
alors pour tout P € Fy :

(@ +¥)(P) = o(P) +¢(P)

On aimerait aussi ajouter un point & I'infini pour compléter la structure des morphismes. On ajoute donc
le morphisme constant égal & O a I’ensemble des morphismes donnés par la définition précédente.
Commengons par une propriété importante des morphismes :
’Proposition 3.3.2. Un morphisme est soit constant soit surjectif.

Démonstration. Soit ¢ un morphisme non constant entre deux courbes elliptiques F; et Fs. Ecrivons
¢ = (f,g) avec f,g € K(E7). Si par absurde f était constante, alors g serait racine d’une équation
polynomiale d’ordre 2 donc g prendrait au plus deux valeurs donc elle ne pourrait étre surjective dans
K U {oc} et le point (iv). de la proposition 3.1.12. Donc g serait constante et ¢ aussi. Donc f n’est pas
constante. Elle admet donc un péle, en lequel ¢ vaut O. Donc tout morphisme prend la valeur O.

Ceci suffit a conclure en considérant le morphisme ¢ — @) pour tout Q € Fs. O

Définition 3.3.3. Une isogénie est un morphisme entre deux courbes elliptiques, qui est aussi un mor-
phisme de groupes. L’ensemble des isogénies entre deuzr courbes elliptiques FEy et FEs forme un groupe
additif noté Hom(Ey, E2). On note End(E) = Hom(E, E) qui est muni d’une structure d’anneau non
commutatif pour l'addition et la composition.

On dira qu’une isogénie ¢ € Hom(E1, Fy) est définie sur K lorsqu’elle est nulle ou lorsqu’elle est de

la forme ¢ := (f,g) avec f,g € K(E1).
Exemples : morphismes et isogénies usuelles
1). La translation 7¢ : P € E —— P + @ € E est un morphisme mais ce n’est pas une isogénie.
2). La multiplication par n € Z :
[n]: PEE—nP€EE

est une isogénie. Son noyau que nous étudierons en détail ultérieurement est appelé le groupe des
points de n-torsions de E et noté E[n].
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3). Lorsque K est un corps de caractéristique p, on définit la p™-iéme isogénie de Frobenius (pour
n € N*) par :
Frpn 1 B —  Epn
(,y) — (a7 ,y")
O +— O

avec Fpn la courbe elliptique de polynéme de Weierstrass :
Wy (X,Y)=Y2 - X3 A" X — p¥"

et de discriminant A(E)P" # 0. Nous verrons que l'isogénie de Frobenius joue un role essentiel
dans l'algorithme de Satoh.

Proposition 3.3.4 (forme réduite d’'une isogénie). Toute isogénie ¢ € Hom(Ey, F3) admet une unique
forme réduite :

¢ = (r(X),Ys(X))
avec 1, s € K(X).
Démonstration. On écrit o = (f, g) avec f,g € K(F) et on décompose [ et g en forme réduite :
FX)Y)=r(X)+Yri(X) et ¢g(X,Y)=s(X)+Ys(X)

avec 1,11, 8,81 € K(X). Comme ¢ est un morphisme de groupes, on a (X, —Y) = —¢o(X,Y) ce qui donne
que r; = s; = 0. D’ou l'existence d’une forme réduite pour (. L’unicité est une conséquence immédiate
de 'unicité de la forme réduite des fonctions rationnelles sur Ej. O

Théoréme 3.3.5. Pour qu’un morphisme ¢ soit une isogénie, il faut et il suffit que $(O) = O. ‘

Démonstration. Voir annexe E.3.1. ]

3.3.2 Isomorphismes, j-invariant.

Définition 3.3.6. Une isogénie ¢ € Hom(En, Es) est un isomorphisme s’il existe 1» € Hom(E1, Es) telle
que o ¢ =idg, et pot) =idg,. On note alors 1 := ¢~' et on dit que Ey et Ey sont isomorphes.

Définition 3.3.7. Soit E une courbe elliptique de polynéme de Weierstrass W :=Y? — X3 — AX — B.
On appelle j-invariant la quantité :
. 1728 A3
IE) = 3570
4A3 +27B
Pour simplifier la preuve du résultat suivant, on se place dans le cas ou les coefficients A et B des
courbes considérées sont non-nuls. Ce résultat se généralise bien-str lorsque cela n’est plus vérifié.

Proposition 3.3.8. Deux courbes elliptiques Eq et Eo sont isomorphes sur K si et seulement si elles
ont méme j-invariant. Si By et FEo sont sous forme canonique, il n’existe que deuz isomorphismes
v : By — Es, qui sont de la forme :

P(X,Y) = ("X, +9%Y)

avec 7y est une racine de ﬁ;gi Lou Wy i =Y2 - X3 — A X —B; et Wy :=Y2-X3—A4,X — B, sont

les polynomes de Weierstrass de E; et Es.

Démonstration. Voir annexe E.3.2. O

3.3.3 Ramification.

De méme que pour les fonctions rationnelles, on aimerait pouvoir étudier "les poles et les zéros des
morphismes", ceci motive 'introduction de la notion de la notion d’indice de ramification.

Remarquons que si f € K(Fy) et si ¢ : By — E» un morphisme alors f o ¢ € K(E;). En outre, si
TPy €t Sg(p) sont des uniformisantes en ¢(P) alors sg(py = ry(pyg avec g € K(F2) dont ¢(P) n’est ni
zéro ni pole donc :

ordp(sg(py © @) = ordp(g o ¢) 4 ordp(repy 0 ¢) = ordp(rgp) © @)

Ce qui donne un sens a la définition suivante :
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Définition 3.3.9. Soient ¢ : By — Fo un morphisme et P € Fy. On définit I'indice de ramification de
¢ en P par :
eg(P) := ordp(ry(p)y © @)

ot T4(py est une uniformisante en ¢(P).

On obtient aisément avec les propriétés de 'ordre la :
Proposition 3.3.10 (propriétéj de l'indice de ramification). Soient ¢ : By — FEs, ¢ : Ey — E3 des
morphismes, P,Q € Ey et f € K(E3). Alors :

(1). ordp(f o @) = ey(P)ordyp)(f).

(i) epoy(P) = eg(P)ey(¢(P)).

(ii). En notant 7q : P € Ey — P+ Q € E; la translation de Q, on a e, (P) =1 et donc par (i). :

ordp(f o1g) = ordpy+q(f)

Proposition 3.3.11. Si ¢ : E; — Ey est un morphisme alors ey (P) est indépendant du point
P € Ey choisi. On peut donc noter ey l'indice de ramification d’un morphisme, indépendamment du
point.

Démonstration. Voir annexe E.4 O

Définition 3.3.12. On dira qu’un morphisme ¢ est ramifié ou inséparable lorsque ey > 1 et qu’il est
non ramifié ou séparable lorsque ey = 1.

Proposition 3.3.13. Soit ¢ € Hom(E4, E3) une isogénie de forme réduite (r(X),Y s(X)). Alors ¢
est séparable si et seulement si la fraction rationelle dérivée r'(X) est non nulle.

Démonstration. Voir annexe E.4 O

Corollaire 3.3.14. En caractéristique nulle toutes les isogénies non-nulles sont séparables. Si
car(K) = p > 0, une isogénie ¢ définie sur E est inséparable si et seulement si elle s’écrit sous
la forme p(X,Y) = (r(XP),YPs(XP)).

Démonstration. Voir annexe E.4 ]

Remarque : En particulier, en caractéristique p > 0, Fr,» est inséparable pour tout n € N*.

Remarquons qu’une isogénie non nulle admet un nombre fini de poéles, puisqu'une fonction rationnelle
non nulle admet un nombre fini de pole et de zéros. Ainsi, le noyau d’une isogénie non nulle est fini ce
qui donne un sens & la définition suivante.

Définition 3.3.15. On définit le degré d’une isogénie ¢ : E1 — Fo non nulle par la formule :
deg(p) = eplker(p)|

On convient que l’isogénie nulle est de degré 0.

Remarque : Silverman donne une autre définition du degré dans [7] mais celle donnée ici semble plus
facile a utiliser en pratique. On pourra trouver cette définition en annexe E.9 et son exploitation dans
I’obtention de résultats plus profonds sur les isogénies que ceux évoqués ici.

Proposition 3.3.16. Soient ¢ € Hom(E1, E3) et v € Hom(E2, E3) des isogénies. Alors :

deg(tp o @) = deg())deg(y)

Démonstration. On a eyo, = eye, d’aprés les propriétés des indices de ramification. En outre :

ker(pop)= | | ¢ '({P})

Peker(y)

Or, | 1 ({P})| = |ker(p)| car ¢ est un morphisme de groupes. Ainsi :

[ker( 0 )| = [ker(¢p)|ker(¢))]

Donc deg(t) o ) = deg(t))deg(). O
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Exemple : Nous allons calculer le degré du g-iéme Frobenius dans un corps K de caractéristque p
(g = p™). Il est clair que |ker(Fr,)| = 1. En outre, pour un point P = (z,y) € E\ {O} tel que y # 0, on
a:
€Fr, = €Fr, (P) =ordp((X —2%) 0 ®,;) = ordp(X? — z7)

Mais X9 — x7 est de degré 2q et ses seuls zéros sont P et —P et cette fonction n’a que O comme pole.
Donc d’apres le point (7). de la proposition 3.1.12 :

ordp (X9 — %) + ord_p(X? — z%) = —ordp(X? — 29) = 2¢

Mais ordp(X? —29) = ord_p(X? — 29) = ord_p(X? — 27) donc ordp(X? — %) = ¢, puis | deg(Fry) = ¢ |

Compléments : On pourra trouver en annexe F.4.1 un développement sur les polynémes d’annulation
des isogénies. Ces polyndémes caractérisent le noyau des isogénie, et ont donc une importance cruciale dans
I’étude de ces objets. En effet, ils donnent une équation polynomiale dont sont solution les abscisses des
éléments du noyau. A partir de la connaissance de tels polynémes, on peut donc obtenir de précieuses

informations sur le noyau et a U'inverse construire des isogénies de noyau donné (c’est 'objet des formules
de Vélu, cf. [10]).

3.4 L’isogénie [n] et le groupe de n-torsion Eln]|.

L’isogénie [n] est avec le Frobenuis, une isogénie trés utile a Satoh. Mais elle présente aussi un intérét
théorique, notamment parce qu’elle intervient dans une formule d’inversion des isogénies (que nous verrons
en 3.6) et dans la construction du module de Tate. Cette sous-section, bien qu’un peu technique, est donc
cruciale.

Dans toute ce paragraphe, n désignera un entier naturel non nul.

3.4.1 L’isogénie [n].
Lemme 3.4.1. |E[2™]| = 4™ pour tout m € N.

Démonstration. On prouve le résultat par récurrence sur m € N.

Initialisation : Pour m = 0, |E[1]| = [{O}] = 1. Pour m = 1, on sait déja que E[2] contient
Pensemble des points tels que P = —P, c’est a dire O et les trois points finis d’ordonée nulle (dont
les abscisses sont racines distinctes du polynome X + AX + B). Donc |E[2]| = 4.

Hérédité : Soit m > 2. Supposons le résultat au rang m — 1. Comme nous ’avons vu dans la preuve
de multiplicativité des degrés :

B[27]] = [ker(127])| = fker (127~ Jo[2])] = [ker([2™~"])] ker([2])] = [E[2"]|[E[2]] = 4™ 4 = 4™

D’ou l'itération et le résultat.

Proposition 3.4.2. L’isogénie [n] est non nulle.

Démonstration. 1l s’agit 1a de vérifier que |E[n]| < +oo. Comme |E[ab]| = |E[a]||E[b]| pour tous a,b € N*,
d’apreés la preuve de multiplicativité des degrés, on sait d’aprés le lemme précédent qu’il suffit de prouver
que |E[n]| < 400 pour n impair. Comme |E[2]| = 4, on dispose de P € E[2]\ {O} on a alors :

n—1

1 _
7?:(%3—+0P:P+E?4P:P+n

210:P#O

Donc [n] # 0 et ainsi |E[n]| < +o0. O
Proposition 3.4.3. (admise) Notons (r,(X),Y s,(X)) la forme réduite de [n]. Alors :

(X)) = ns,(X)
ainsi [n] est séparable si et seulement si car(K) ne divise pas n.

Démonstration. Ce résultat qui se prouve par une récurrence trés calculatoire est admis. Le lecteur
intéressé trouvera une preuve dans [8]. O
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Pour S C E, on notera (5) le diviseur donné par :

()= _(P)

PesS
Lemme 3.4.4 (propriétés de la forme réduite). (1). Sin n'est pas multiple de car(K) alors :
deg(r) =2, deglsn) =0, 2(0)= 2. et 5,(0) = =
9\Tn) = 4, 9(Sn) =Y, X 2 Sn e

(ii). On a pour tous n,m € N* tels que car(K) ne divise pas n,m,n+m et n —m :
div(rn — rm) = (Eln+m]) + (E[n — m]) — 2(E[m]) — 2(E[n])

Démonstration. Voir annexe E.5.1 O

Proposition 3.4.5. Si car(K) ne divise pas n, alors :

|Eln]| = n®
Démonstration. On prouve le résultat par récurrence sur n € N*. On a trivialement |E[1]| = 1 et l'on
sait déja avec le lemme 3.4.1 que |E[2]| = 4.
Soit ¢ > 3 non divisible par car(K). Supposons le résultat aux rangs 1,--- , ¢ — 1. Appliquons le point

(it). du lemme précédent. On montre donc l'existence de n,m € N* tels que n +m = ¢, m < n et tels
que car(K) ne divise pas n,m et n — m. Si car(K) ne divise pas g —let ¢g—2,n=g—1letm =1
conviennent. Si car(K)|g — 1, alors car(K) ne divise pas ¢ — 2 ni ¢ — 4 car car(K) > 5 donc n =¢q — 2 et
m = 2 conviennent. Si car(K)|g — 2, alors car(K) ne divise pas ¢ —3 et ¢ —6doncn=q¢—3et m =3
conviennent. Le point (i7). du lemme précédent ainsi que le point (i). de la proposition 3.2.4 assurent
alors que :

0 = ord(div(r,, — 7)) = |E[n + m]| + |E[n — m]| — 2|E[n]| — 2| E[m]]

Donc |E[g]| = |E[n + m]| = 2|E[n]| + 2|E[m]| — |[E[n — m]| = 2n? + 2n? — (n — m)? = (n+m)? = ¢
D’ou l'itération et le résultat. O

Proposition 3.4.6 (Structure du groupe de torsion.). Si car(K) ne divise pas n alors E[n] est
isomorphe & (Z/nZ)?.

Démonstration. On sait par la proposition précédente que |E[n]| = n? et que si d divise n, alors |E[d]| =
d?. Or on a le résultat suivant :

Lemme 3.4.7. Si A est un groupe abélien fini d’ordre N tel que pour D divisant N, A[D] est d’ordre
D", alors A est isomorphe a (%)
Démonstration. En effet, ona A~ Z/G1Z % --- X ZL/q,Z avec ¢ ...q, = N" et ¢; = p;* ou les p; sont des
nombres premiers distincts d’apreés le théoréme de structure des groupes abéliens finis prouvé en annexe
(voir corollaire B.2.14). On a Z/NZ[D] = Z/ @ Z|D] X - -+ X Z/q,Z[D)] et |Z/¢;,Z|[D] = pged(q;, D).
Donc pour D divisant N, on a N” = pged(D, ¢1) ... pged(D, g2). Donc pour p premier divisant NV, il
y a exactement r indices i1 ..., tels que ¢;, = p**. Onasiv=uv,(n): o <veta;, +- - +a; =
Par conséquent «;, = v, ce qui montre le résultat intermédiaire. O

L’isomorphisme entre E[n] et (Z/nZ)? découle directement de ce résultat. O

3.4.2 Polynoémes de division.

La problématique évoquée ici est celle de 'annexe E.4.1 : trouver une équation polynomiale dont sont
solution les abscisses des points du noyau. Dans le cas de isogénie [n], ceci revient a étudier le n-iéme
polynéme de division.

On se donne n € N*, un entier non divisible par car(K). On considére le diviseur D := (E[n]) —n?(0).
On a bien ord(D) = 0 d’aprés la proposition 3.4.5. En outre, d’aprés la proposition 3.4.6, E[n] ~ (Z/nZ)?
donc on dispose d’un isomorphisme de groupes a : E[n] — (Z/nZ)? :

sum(D)= > P= > a(kl)

PeE[n] (k,1)e(Z/nZ)?

= Z k, Z l :a(n(n+1)7n(n+1)>:a(O,O):(’)

2 2
ke(z/nz) 1e(Z/nZ)
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Donc d’aprés le théoréme E.2.4, on dispose de v, € K(FE) telle que D = div(1),,) et de coefficient dominant
n.

Définition 3.4.8. La fonction ¥,, est appelé n-iéme polynoéme de division.
Proposition 3.4.9. ¢, est un polynéme de K[E] donné par :

nfim)(X)  sin est impair

Un(X,Y) = { n J;[[;]](());)) sim est pair

ot fi)(X) est le polynéme d’annulation de [n] dont I’ensemble des racines est I’ensemble des abscisses
des points de E[n] \ {O}.

Démonstration. Voir annexe E.5.2 O

Complément : On pourra trouver plus de détails au sujet des polynémes de division dans ’annexe
E.5.2, notamment une relation de récurrence trés utile dans les calculs de Satoh.

3.5 Couplage de Weil.

On introduit ici un outil de démonstration qui aide & mieux comprendre les isogénies : le couplage de
Weil. Cet outil ne sera pas utilisé & d’autres fins dans le rapport, c’est pourquoi ce passage requiert peu
d’attention du lecteur. On pourra en premiére lecture ne retenir que les propriétés de la proposition 3.5.2
qui seront utiles par la suite.

On fixe n non divisible par car(K). Soit @ € E[n]. Alors le théoréme E.2.4 assure l'existence de
fo € K(E) telle que :

div(fo) = n(Q) — n(0O)
Soit Q' € E tel que [n]Q" = Q (Q' existe car [n] est non nulle donc surjective). Soit D := 3" e p,y [(Q' +
R) — (R)]. Alors :
ord(D) = |E[n]| = |[E[n]| =0 et sum(D) = [|E[n][]Q’

On sait que |E[n]| = n*® puisque car(K) ne divise pas n. On a donc sum(D) = [n]Q = O. Le théoréme
E.2.4 assure alors l'existence de gg € K(E) telle que :

div(ge) = 3 (@' +R) - (R)

ReE[n]

On alors :

div(ggy) = ndiv(gq) = Y [n(Q' + R) — n(R)]
ReE[n]

Par ailleurs, [m]S = @ si et seulement si S = Q' + R avec R € E[n] et de méme [n]S = O si et seulement
si S € E[n]. Ainsi, fg o [n] a des zéros d’ordre n, qui sont les Q' + R pour R € E[n] et des poles d’ordre
n qui sont les R € E[n] et donc :

div(fgon]) = Y [M(Q + R) —n(R)] = div(gp)
ReE[n]
D’aprés le point (7i7). de la proposition 3.2.4, on peut donc supposer :
faoln] =95

quitte & multiplier gg par une constante de K (ce qui ne change pas son diviseur). On en déduit que
pour P € E[n] tout T € E\ {-Q} :

9Q(T'+ P)" = fo([nT + [n]P) = fo([n]T) = go(T)"

9Q(T+P)
Donc T — 95 (0)

est de cardinal n. Le point (#i). de la proposition 3.1.12 assure alors que cette fonction est constante,
que nous noterons e, (P, Q).

est & valeurs dans I’ensemble des racines n-iémes de 'unité de K, noté p,(K), qui

Définition 3.5.1. L’application ainsi définie :

en : Eln] x E[n] — pun(K)

est appelée couplage de Weil.
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Proposition 3.5.2 (propriétés du couplage de Weil). (i). ey est bilinéaire :
eTL(P1+P2?Q) :eTL(P17Q)eTL(P27Q) et en(Pan +Q2) :en(Pan)en(PaQZ)

pour tous P, P, P>, Q,Q1,Q2 € En).
(ii). e, est alternée e, (P, P) = 1 pour tout P € E[n] et e, (P, Q) = e,(Q, P)~! pour tous P,Q € E[n].
(iii). e, est non-dégénérée e, (P,Q) =1 pour tout P € E[n] si et seulement si Q = O.
(iv). Le couplage de Weil est compatible. C’est a dire que :

enm(P7 Q) = en([m]Pv Q)
pour tous n,m € N* non divisibles par car(K), P € E[nm] et Q € E[m].

Démonstration. Voir annexe E.6. O

3.6 Isogénie duale.

Une question naturelle a se poser sur les isogénies est la suivante : peut-on "inverser" une isogénie ?
Plus précisément, étant donné ¢ € Hom(FE1, E2), peut-on construire une isogénie ¢ € Hom(Es, F1)?
Méme s’il n’y a pas toujours d’inverse, le résultat suivant donne néanmoins une réponse positive a la
question précédente.

Proposition 3.6.1. Si p € Hom(E1, Es) alors il existe p € Hom(FEs, Eq) telle que :

pop=[deg(p)lp, et @op=][deg(p)]r,

Cette isogénie est unique lorsque @ est non nulle et elle est donnée par la formule :

$(P) = ley] > Q- > R

Qep~t({P}) Rep~1({0O})

pour tout P € Es. ¢ est appelée 'isogénie duale de .

Démonstration. Voir annexe E.7 O
On dispose des propriétés suivantes sur l'isogénie duale :

Proposition 3.6.2. Soit ¢ € Hom(E1, E3), ¢ € Hom(E2, E3) des isogénies. Alors :
@)- pop=0od.
(ii). Si car(K) ne divise pas n alors ¢ et ¢ sont adjointes pour e, :

V(P,Q) € Erln] x Ea[n], en(p(P),Q) = en(P,$(Q))

(iii). o + 9 = @ + .

o~

(iv). [n] = [n] et degln] = n? pour tout n € N.
(v). deg(p) = deg().
(vi). ¢=¢.
Démonstration. Voir annexe E.7 O

L’introduction de la notion d’isogénie duale n’est cependant pas seulement purement théorique et
désintéressée. Nous verrons en effet que ’étude de 'isogénie duale du Frobenius présente un intérét pour
Satoh. De plus, la notion d’isogénie duale nous permet d’obtenir le résultat suivant, ingrédient essentiel
de la preuve du théoréme de Hasse :

Proposition 3.6.3. Le degré :
deg: Hom(Eq, Es) — N

est une forme quadratique définie positive, c’est a dire que :

(1). deg(p) = deg(—p) pour tout ¢ € Hom(FE1, Es).
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(ii). L’application :
() (p,9) € Hom(Ey, B2)* — deg(p + ) — deg(ip) — deg())

est Z-bilinéaire. Ceci assure en particulier que deg(ny) = n?deg(p) pour tous ¢ € Hom(E1, Eo) et
n € Z.
(iii). Pour tout ¢ € Hom(E1, Es), deg(yp) > 0 et deg(p) = 0 si et seulement si ¢ = 0.

Démonstration. Les points (2). et (4i7). sont clairs. Le point (i7). découle des propriétés de I'isogénie duale.
En effet, si ¢,1 € Hom(E1, F»), alors on a d’aprés le point (¢i¢). de la proposition précédente :

({0, ¥)] = [deg( + ¢)] — [deg(p)] — [deg(¥)] = (¢ +¥) o (p+9) —pop—VYot
=(p+¥)o(p+9)—pop—doid=pod+poy
Et cette expression est clairement Z-bilinéaire. O

Définition 3.6.4. Si Fr, désigne la p-iéme isogénie de Frobenius (ici car(K) = p), on désigne par V,
son isogénie duale appelée isogénie de Verschiebung.

Remarque (fondamentale) : Comme Fr,o V), = [deg(Fr,)] = [p] et que ker(Fr,) = {O}, on a ker(V,) =
El[p]. Satoh se sert beaucoup de ce fait.

Théoréme 3.6.5 (structure du groupe de torsion). Soient p := car(K) et n € N*.
(i). Si p ne divise pas n alors E[n] est isomorphe & (Z/nZ)?.
(ii). Deux cas peuvent se produire selon la séparabilité de V), :

(a). Si 'V, est séparable alors E[p"| est isomorphe & Z/p™Z pour tout n € N*. On dit alors
que E est ordinaire.

(b). Si V, est inséparable alors E[p"] = {O} pour tout n € N*. On dit alors que E est
super-singuliére.

Démonstration. Le point (i). a déja été prouvé dans la proposition 3.4.6. Pour le point (7)., on remarque
que pour tout n € N* :

[Elp"]| = [ker([p"])] = |ker([p]")| = [ker([p))[" = [Ep][" = [ker(V})["

avec deg(V},) = deg(Fr,) = p et donc |ker(V,)|ey, = p. Si V,, est séparable on a donc ey, = 1 et ainsi
|ker(V,)| = p. Donc |E[p"]| = p™. On applique alors le lemme 3.4.7 pour conclure.

Si V, est inséparable alors ey, = p et |ker(V,)| = 1 on conclut donc trivialement dans ce cas. O
3.7 Module de Tate et trace d’une isogénie.
3.7.1 Généralités sur le module de Tate.

L’idée maitresse ici est de traiter les isogénies comme des applications linéaires (entre
modules 7), objets mieux maitrisés. On fixe [ un nombre premier. On considére le systéme projectif
(voir définition 2.1.16) ((E[™])nen+, (fi%)1<n<m) avec :

Vi<n<m, fr:PecE[Im+— [I"""]PcE["]
Définition 3.7.1. On appelle module de Tate l-adique de FE la limite projective :

Ti(E) = lim B[I"

On munit T;(E) d’une structure de Z;-module en posant pout tous x := (x, )nen € Z; = UmZ/I"7Z
—

et P:= (Py)nen € TI(E) :
x - P:= ([xn] Pn)nen+

pour définir la loi externe.
Proposition 3.7.2. Sil # car(K) alors T;(E) est isomorphe a Z} en tant que Z;-module.

Démonstration. Voir annexe E.8 O

7. Etant donné nos connaissances étaient limitées & ’algébre linéaire vectorielle, nous avons étudié les modules en annexe

A.
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Soit ¢ € Hom(E7, Ey) une isogénie. Alors ¢ agit comme un morphisme de Z;-modules via 'application
Z,;-linéaire associée :
oo Ti(Ey) — Ti(Ey)
(Po)nens V= (o(Pn))nenr
Lorsque E; = FEs = FE, ce point de vue nous autorise a considérer des objets tels que le polynéme
caractéristique, la trace et le déterminant de ¢ dans T;(F) (en considérant ces quantités pour ;). Nous
allons montrer par la suite que ces quantités ne dépendent pas de [.

Pour cela, nous allons utiliser le couplage de Weil. Nous allons construire un couplage de Weil sur
Tl(E) , & partir des couplages de Weil ejn : E[I"]?2 — jun (K) pour n € N* définis au paragraphe 3.5,
i (K) désignant le groupe des racines [™-iémes de I'unité de K.

On consideére le systéme projectif ((tn )nen=, (fih)1<n<m) avec :

Vi<n<m, fr:¢€um®)— " e un(K)

Et la limite projective : -
Ty(p) = lim gy (K)

Définition 3.7.3. On définit le couplage de Weil sur T;(F) par :

0K T(E)? — Ti(u)
((Pn)nGN*v (Qn)neN*) — (eln (Pna Qn))nGN*

Ceci est bien défini car si ((Py)nen, (Qn)nen+) € Ti(E)? alors pour tous 1 < n < m, on a d’aprés la
bilinéarité et la compatibilité du couplege de Weil (points (4). et (iv). de la proposition 3.5.2) :

€n (P'ru Qn) = el"([lm_n]Pma [lm_n]Qm) = el"([lm_n}Pma Qm)lm*n = €m (Pma Qm)

Les propriétés du couplage de Weil classique s’étendent au nouveau couplage de Weil défini sur T;(E).

|m—n

Proposition 3.7.4. (i). e® est bilinéaire :

(P + P, Q) = eV (P, Q) (P, Q) et eV(P,Q1+Q2) = eV(P.Q1)e (P, Q)

pour tous P, P, P5,Q,Q1,Q2 € Ti(E).

(ii). eW est alternée e, (P, P) = 1 pour tout P € T)(E) et eD(P,Q) = W(Q, P)~" pour tous P,Q €
Ti(E).

(iii). e® est non-dégénérée eV)(P,Q) = 1 pour tout P € T(E) si et seulement si Q = Or, ().

(iv). ¢ € Hom(E1,E) et ¢ sont adjointes pour V) :

V(P,Q) € Ti(Er) x Ti(E), eV (a(P),Q) = eV (P,¢i(Q))

Proposition 3.7.5. Si ¢ € End(E) et si @, est Uapplication Z;-linéaire associée & ¢ sur T)(E),
alors on a det p; = degyp.

Démonstration. Soient (v1,vs) une Z;-base de T;(F) et A la représentation matricielle de ¢; dans la base

(v1,v2) : ,
A= (i d)

On utilise la bilinéarité et 'antisymétrie de e :

eV ([deg(@))i(v1),v2) = e (o @)i(v1), v2)
= (l)(@l( 1(v1)), v2)
O (er(v1), u(v2))

(l)(avl + cva, buy + dug)
=e® (v1,v1)%e(v1, v2) e (vy, v1)Pe(vg, vg )4

= e (vy,v9)207% = W ([det(A)]yv1, v2)
Donc par linéarité a gauche eV ([deg(y) — det(A)]v1,v2) = 1. De méme e ([deg(p) — det(A)]v,v1) = 1
puisque e®(vy,v1) = 1 et par linéarité a gauche. Donc (vy,v2) étant une base de Tj(E), on obtient
que e ([deg(yp) — det(A)];v1,u) = 1 pour tout u € Ty(E) et donc que [deg(p) — det(A)];v1 = 0 par non

dégénerscence de (V). On montre de méme que [deg(¢p) —det(A)];va = 0, ce qui donne [deg(¢) —det(A)]; =
0, puis deg(y) = det(A) = det(¢;). O
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3.7.2 Trace d’une isogénie.

Définition 3.7.6. On appelle trace d’une isogénie ¢ € End(E) pour | premier différent de Car(K) la
trace de p; dans T)(E) ~ Z3.

On peut montrer avec la proposition 3.7.5 que la trace d’une isogénie, qui a priori est dans Z,,
est en fait entiére et ne dépend pas de [. En effet, pour tout n € N* :

deg([n] — ¢) = det([n] — ¢;) = n* — Tr(@)n + det(p;)  (»)

Il est alors immeédiat que Tr(¢;) € N et que cette quantité est indépendante de {. On peut donc poser :

Tr(p) = Tr(e1)

Une premiére propriété de la trace que ’on peut obtenir simplement avec les calculs précédents est la
suivante :
Proposition 3.7.7.

Tr(p) = Tr(p)

Démonstration. Commengons par remarquer que pour n € N*, [;1] = [n], de sorte que [n] — ¢ = [n] — &
et :

n® — Tr(p)n + deg(p) = deg([n] — @) = deg([n] — ) = Tr(P)n + deg(¢)
Donc Tr(¢) = Tr(p) puisque deg(¢) = deg(ep). O

Remarque : Cette derniére propriété est cruciale pour Satoh car elle substitue le calcul de la trace
du Vershiebung a celle du Forbenius, plus simple & calculer car le Vershiebung est séparable. En effet,
comme nous le verrons dans la section suivante, le calcul de la trace du Frobenius est un ingrédient du
comptage de points.

3.8 Isogénies a valeurs dans F,.
3.8.1 Isogénie de Frobenius et théoréme de Hasse.

Proposition 3.8.1. L’isogénie de Frobenius Fryn est inséparable tandis que [m] — Fryn est séparable si
et seulement si p ne divise pas m. En particulier, [1] — Fry est séparable.

Démonstration. Voir annexe E.10.1 O

Remarque : Ce résultat est fondammental car il est au coeur de I'idée méme du relévement p-adique de
Satoh. Comme nous le verrons, le Frobenius est important dans le comptage de points mais il est "dur
4 manipuler" car inséparable. L'une des vertus du relévement p-adique est donc de rendre les isogénies
séparables en se placant en caractéristique nulle.

On suppose que p := car(K) est un nombre premier. On note Fr, le g-iéme isomorphisme de Fobenius
pour ¢ = p" pour n € N*. La relation (x) du paragraphe précédent appliquée a Fr,, qui est de degré ¢
donne que :

Tr(Fry) =14 g — deg([1] — Fry)

On peut en déduire I'un théoréme les plus importants de ce rapport, directement utilisé par Satoh
dans son algorithme de comptage de points :

Théoréme 3.8.2 (Hasse). Le nombre de points rationnels de la courbe s’obtient avec le calcul de
la trace du q-ieme morphisme de Frobenius par la formule :

|E(Fg)| = q+1— Tr(Fry)
On a en outre | Tr(Fry)| < 2,/q, de sorte que :

IE(F)| —q—1] <2/q

Démonstration. On sait que [1] — Fr, est séparable, ce qui assure que :
ker([1] — Fr,)| = deg([1] - Fr,) = 1+ ¢ - Te(F,)

Pour relier ker([1] — Fr,) & [E(FF,)|, il est plus simple de voir les points de E' comme des points du plan
projectif P3(F,) et détudier 'action du Frobenius sur ces points. On a :

Fro:fz:y:zl€e Er—2?:y7: 29 € E
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Donc [z : y : 2] € ker(Fr,) si et seulement si [29 — 2 : y? —y : 27 — 2] = [0 : 1 : 0]. Mais le théoréme
de Lagrange appliqué a F, assure que tout élément z € F, vérifie 27 = z. Comme X9 — X est de degré
q = |Fy|, il est donc sciendé a racines simples dans F, :

xi-x= [l -9
CeFq

Donc [z : y : 2] € ker(Fr,) si et seulement si = et z sont racines de X7 — X donc dans F,, ce qui équivaut
a dire que [z : y : 2] € E(F,). Donc |ker(Fr,)| = |E(F,)]|.
Il reste & prouver que |Tr(Fr,)| < 2,/q. Comme deg([1]) = 1 et deg(Fry) = ¢, on a :

Tr(Frq) = deg([1] — Fry) — deg([1]) — deg(Frq) = ([1], —Frg)

Puisque deg est une forme quadratique définie positive (d’aprés la proposition 3.6.3), on peut donc
appliquer I’équivalent suivant de l'inégalité de Cauchy-Schwartz qui donne immeédiatement le résultat
voulu.

Lemme 3.8.3. Soit (G,+) un groupe abélien et d une forme quadratique définie positive d : G — N.
Considérons la forme bilinéaire associée :

(,):(g,h) € G* —d(g + h) —d(g) — d(h)

V(g.h) € G*, [{g,h)] < 2/d(g)d(h)

Démonstration. Soient g, h € G. Alors pour tous n,m € Z :

Alors :

1 1
d(ng +mh) = 5(ng +mh,ng +mh) = 3 (n2<g, g) + 2nm{g, h) +m?(h, h))
=n%d(g) + nm(g, h) + m?d(h)

Cette expression est donc positive pour tous n,m € Z. En évaluant ceci en m = —(g, h) et n = 2d(h), on
obtient alors :
d(h)(4d(g)d(h) - (g,h)?) > 0

Ce qui donne immédiatement le résultat du lemme (si h # 0 on simplifie par d(h), sinon, I'inégalité a
démontrer est triviale). O

O

3.8.2 Critére pratique de supersingularité.

On se reportera utilement & ’annexe E.11 pour trouver une méthode alternative de comptage de
points (moins efficace en pratique) menant & un critére de supersingularité (quant-a-lui trés utilisé en
pratique et en particulier pour lalgorithme de Satoh qui ne traite pas les courbes supersinguliéres).

Théoréme 3.8.4. Soit A, le coefficient devant XP~1 du polynémes (X3 + AX + B)%. Alors E
est supersinguliére si et seulement si A, = 0.

Nous venons de voir en substance le coeur mathématique du sujet. Etant donné le grand
nombre de notions introduites et de résultats, on peut se demander s’il n’existe pas une
formulation plus simple de ces mémes concepts et résultats. Lorsque ’on prend C comme
corps de base, I’analyse complexe répond positivement a cette question.
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4 Courbes elliptiques sur C et polynémes modulaires.

La premiére question qui vient probablement a I’esprit en commengant cette étude est : a quoi cela
sert-il de travailler avec des courbes elliptiques définies sur C alors que celles que nous étudions sont dans
F, ou Z4 7 En fait, on dispose d’un résultat théorique qui nous permet de plonger @ dans C. Ainsi, les
résultats de cette section, valables sur C, le seront aussi sur @p.

L’objet de cette section est d’obtenir une équation polynomiale liant les j-invariants des courbes
elliptiques entre lesquelles il existe une isogénie de noyau cyclique (théoréme 4.6.9). Nous le verrons,
cette équation est primordiale pour relever "correctement " les courbes elliptiques de F, dans Q. Aussi
avons-nous cherché a savoir d’ou elle provient, et ce fut 'occasion de faire de trés jolies mathématiques.
Toutefois, le lecteur pressé peut tout a fait ne retenir de cette section que le théoréme 4.6.9
ainsi que les propositions 4.6.7 et 4.6.8.

On constatera que certains arguments, idées et techniques de preuves sont assez semblables a celles
de la section précédente, en particulier dans les discussions sur les fonctions elliptiques, qui sont des
objets analogues aux fonctions rationnelles. Nous avons cependant conservé cette partie pour plus de
clarté, au risque de nous répéter. Indiquons en outre a toutes fins utiles que ’analyse complexe, présentée
dans [5] semblait plus accessible que la géométrie algébrique présentée par [7]. C’est pourquoi nous avons
commencé par étudier [5] avant de bien comprendre la géométrie algébrique avec [8].

L’idée qui guide cette étude est d’identifier chaque courbe elliptique F définie sur C
A un tore C/A (ot A est un réseau) et d’identifier les fonctions rationnelles sur E a des
fonctions méromorphes A-périodiques (dites elliptiques). C’est ’objet des quatre premiers
paragraphes. Une fois ce fait acquis, on 1’utilise pour identifier les isogénies entre les courbes
E; = C/\ et Es = C/A2 & des nombres complexes a € C* tels que aA; C A;. Le noyau de
I’isogénie représentée par a s’identifie alors a éAQ/Al et on étudie les matrices de passage
entre des bases de A; et s lorsque ce noyau est cyclique pour obtenir 1’équation polynomiale
voulue. C’est 1’objet des deux derniers paragraphes.

4.1 Préliminaires d’analyse complexe : fonctions elliptiques.

Définition 4.1.1. Un réseau de C est un sous-Z-module de C de type fini et de rang 2, non inclus dans
une droite du plan compleze.

Remarque : Si A est un réseau de C, alors A admet des Z-bases & deux éléments libre sur R (car sion
A serait inclus dans une droite). Ces bases engendrent donc C tout entier comme R-espace vectoriel.

Définition 4.1.2. Un parallélogramme fondammental du réseau A est un ensemble de la forme :
P:={a+ swy +tws | s,te|0,1]}
avec o € C et (wy,wsz) une Z-base de A.

Remarque : Tout parallélogramme fondammental P est naturellement en bijection avec le quotient
C/A. Ainsi, une somme a support fini d’éléments indexés par un parralélogramme fondammental P, qui
ne dépend pas de ce parrallélogramme sera notée simplement » - ,cc/x-

Définition 4.1.3. Une fonction elliptique f par rapport au réseau A est une fonction méromorphe sur
C, A-périodique, c’est a dire telle que pour tout point w € A et tout complexe z qui n’est pas pole de f :

flz+w)=[(2)

Pour tout w € C, on notera ord, (f) et res,(f) respectivement ’ordre de w comme zéro ou pole de f et le
résidu associé.
On notera aussi C(A) Uensemble des fonctions elliptiques par rapport au réseau A.

Proposition 4.1.4. Si f est une fonction elliptique non constante sur un réseau A alors f admet des
z€ros et des poles en nombre fini sur C/A.

Démonstration. Si f n’admet pas de pole alors f est holomorphe et de plus par A-périodicité :

sup|f(z)| = sup|f(z)|
z€P zcC
pour tout parallélogramme fondammental P de A. Comme f est continue (car holomorphe) et que A est

compact, sup|f(z)| est fini et atteint donc f est bornée sur C. Le théoréme de Liouville assure alors que
z€P
f est constante. Donc f admet des poles.

8. Le sens de cet adverbe sera précisé dans la section 6.

38



De méme, si f n’admet pas de zéros alors % est elliptique et holomorphe donc constante. Donc f

admet des zéros. -
En outre, f étant méromorphe, les poles de f sont isolés donc en nombre finis dans le compact P qui
contient P =~ C/A. Il en est de méme pour les zéros de f d’aprés le principe des zéros isolés. O

Remarque : Si f est une fonction elliptique sur un réseau A alors Y, cpord, (f) et >, cpres,(f) sont
donc des sommes a support fini qui ne dépendent pas du parralélogramme fondammental P de A donné.
On peut donc indexer ces sommes par C/A.

Proposition 4.1.5. Soit f une fonction elliptique par rapport a un réseau A. Alors :

Z res,(f) = Z ord,(f) =0
weC/A wEC/A
Démonstration. Voir annexe F.1 O

On en déduit immeédiatement le résultat suivant :

Corollaire 4.1.6. Si f est une fonction elliptique non-constante sur un réseau A, alors elle admet au
moins deux poles dans C/A.

Proposition 4.1.7. Soit f une fonction elliptique par rapport a un réseau A. Alors pour tout parallélo-
gramme fondammental P de A :

Zw-ordw(f) eA

weP

Démonstration. Voir annexe F.1. O

4.2 Fonction P, de Weierstrass et paramétrage des courbes elliptiques.
Proposition 4.2.1. Considérons la fonction définie sur C\ A définie par :
1 1 1
P =t Y ()
? iy W)W

Cette fonction est bien définie, paire et elliptique par rapport ¢ A. En outre, la série de fonctions dé-
finissant Pp converge normalement sur tout compact de C\ A. Cette fonction est appellée fonction de
Weierstrass associée a A.

Démonstration. Voir annexe F.2 O

Proposition 4.2.2. C(A) est un corps engendré par P et P'.

Démonstration. Voir annexe F.2 O
Proposition 4.2.3. (i). Pa admet pour développement en série de Laurent au voisinage de 0 :
1 >
Pa(z) = 5+ ;(% + D)soni22™"

avec pour toutn > 3 :

weA\{0} “
qui est bien définie d’apres le lemme F.2.2.
(il). Posons g4(A) = g4 := 60s4(A) et gs(A) = gg := 140s6(A). Alors :
P'A = 4PY — g4Pa — g
Démonstration. Voir annexe F.2 O

Remarque : Nous venons d’obtenir que (Py, P} ) paramétrise une équation de courbes elliptiques. Nous
verrons dans le prochain paragraphe que ce paramétrage est bijectif et permet d’identifier la courbe
elliptique ainsi définie & C/A.
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4.3 Courbes elliptiques et réseaux de C

Théoréme 4.3.1 (paramétrage). (i). Si A est un réseau de C alors A(A) := gs(A)® —
27g6(N)? # 0. En d’autre termes, la courbe E(A) d’équation de Weierstrass :

y* = 42° — gi(A)z — go(A)

définit bien une courbe elliptique sur C.

(ii). L’application :
®:C/A — E(A)
z > (Pa(2), Pi(2))

est alors un isomorphisme additif de groupes (en prenant la convention ®(0) = O).

Démonstration. Voir annexe F.3 O

4.4 Courbes elliptiques, réseaux de C et groupe modulaire.

Dans cette sous-section, nous montrons qu’en fait, toute courbe elliptique sur C peut
s’identifier 4 un réseau de C.
4.4.1 j-invariant et groupe modulaire

Si A est un réseau de C alors on peut définir son j-invariant, égal au j-invariant de la courbe elliptique

associée : 5 5
ga(A) — 1728 ga(A)
A(A) ga(A)? —27g6(A)?

J(A) :== j(E(AN)) = 1728

Si Aj et Ay sont deux réseaux de C tels que Ay = aeA; avec o € C* alors g4(A2) = g“gﬁl) et go(A2) = %
donc j(A1) = j(A2) ce qui montre que les courbes représentées par A; et Ay sont isomorphes.

Donc si A est un réseau de C dont (wy,ws) est une base orientée (c’est a dire choisie de sorte que
(wo,w1) soit directe quitte & échanger w; et wy) alors A = w1Z + weZ représente la méme courbe que
W%A =7Z+ %Z a isomorphisme prés. Il s’ensuit que j (et donc la courbe représentée) ne dépend que du
paramétre 7 := %7 qui est toujours & valeurs dans le demi plan de Poincaré :

H:={z e C|Im(z) >0}

Nous disposons donc d’une fonction (que nous noterons j), qui associe a tout point 7 de H une classe
d’équivalence de courbes elliptiques & isomorphisme prés. L’objet de cette sous-section sera de montrer
que j est surjective mais commencgons par remarquer avant cela que j n’est pas injective.

En effet, si (w1,ws) et (w],w}) sont deux bases orientiées d’'un méme réseau de C alors la transposée

a

de la matrice de passage de I'une a 'autre est une matrie P := < ) inversible a coefficients dans

d
Z. On en déduit qu’elle est de déterminant +1. On a alors :

w1
Wy awp + bwy _aijrb

e T Wi
wh cwy + dws cw2—|—d

Un calcul facile donne alors que :

/ a“l +b det(P)Im (<
Im <w7}) :Im< “2 ) = &) (wz)
Wy

w1 - 2
o Td ‘c%—&-d‘

Donc que det(P) =1 car (wy,ws) et (w],wh) sont orientiées.

Réciproquement, si b ) € SLy(Z)etsiTcHalors 7/ = Yt cHet Z+7Z = Z + 7'Z.

d T er+d
Nous venons donc d’obtenir que j est invariant par 1’acion de SLy(Z), c’est a dire que :
a b . Iy a7‘—|—b)
VTGH,V( . d ) € SLy(Z), j(r) = (CT+d
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Nous étudierons donc I’action du groupe SLo(Z)? sur le demi-plan de Poincaré H, définie par :

az+b
cz+d

pour tous z € H et P := ( Z Z ) € SLy(Z), dont les orbites nous donneront toutes les courbes

elliptiques & isomorphisme prés. Comme 'action de —I; est triviale, on considére en fait I'action de
I':=SLy(Z)/{xI5} sur H.

Définition 4.4.1. Le groupe I := SLy(Z)/{£I>} est appelé groupe modulaire.

Par abus, on adoptera la notation matricielle pour les éléments de I", quitte & confondre une matrice
avec son opposée.

Définition 4.4.2. On appelle domaine fondammental de I' dans H une partie S de H telle que toute
orbite de H sous l’action de T' admette un élément dans S et telle que si deuzw éléments z et 2’ de S sont
dans la méme orbite, alors ils sont soit égaux soit dans le bord de S.

Si 'on trouve un domaine fondammental de I dans H), j sera donc presque injective sur ce domaine.

Proposition 4.4.3. (i). T est engendré par :
0 -1 11
S = ( 1 0 ) et T:= ( 01 )

11
F = {ZGH | Re(z) € {—5,5} et |z| > 1}

(ii). Soit :

Alors F est un domaine fondammental de T' dans H.

2.5 1

2.0 T

1.5 +

1+p

0.5 1.0

2im

FIGURE 3 — Domaine fondammental F de I' dans H représenté en bleu avec p := €5 .

Démonstration. Voir annexe F.4.1 O

9. Les actions de groupes sont supposées connues par les membres du groupe de PSC donc le prérequis n’est pas introduit
ici.
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4.4.2 Fonctions méromorphes a l’infini.

Si 'on considére une fonction méromorphe f définie sur H et 1-périodique alors :

ffozr— f (%ln(z))

est bien définie et méromorphe sur D*, le disque unité privé de 0 (la définition sur R_ N D* ne posant
pas de difficulté puisque In est déterminé a 2im prés sur R_ et que f est 1-périodique).

Définition 4.4.4. On dit que f est méromorphe a l'infini lorsque 0 est un pdle de f*.

Si c’est le cas f* est développable en série de Laurent au voisinage de 0 :
+oo
=Y e
n=N

avec N € Z et cny # 0. Les ¢, sont appelés les coefficients de Fourier de f et N, I'ordre de f a l'infini
noté orde (f).

Remarque : Par ce procédé, nous venons de ramener I’étude du péle a l'infini de f en ’étude d’un pole
en zéro de f*, notion bien maitrisée.

Proposition 4.4.5. Soit f une fonction méromorphe a Uinfini sur H invariante sous l'action de I, c’est
a dire telle que pour tout z € H qui n’est pas pole de f et pour tout P € T, on ait f(P-z) = f(z). Alors :

1 1 1
ordoo(f)+§07"dp(f)+§ordi(f)+5 Z ord, (f) + ZOwa(f)—
wedF\{p,i,p+1} weF
24T
avec p:=e73 .
Démonstration. Voir annexe F.4.2 O

Nous allons appliquer le résultat précédent & j. Mais pour cela, il faut montrer que j est méromorphe
a l'infini. On développe donc j* en zéro grace au lemme suivant :

Lemme 4.4.6. (1). Pour tout k € N* la fonction donnée pour tout T € H par :
= 7+ 77Z) = L
82]9(7—) = Szk( +7 ) = Z W

n,meZ?\{(0,0)}

introduite dans la proposition 4.2.3 admet le développement de Fourier suivant sur H tout entier :

217" 2k—1 2inmT
sok(T) = 2¢(2k) + k= 1) ‘Z Zd e

(ii). j est méromorphe a linfini, de développement de Fourier a linfini donné par :

Lk _1 n
J (z)—z—i—chz

00 (Cp)nen est une suite d’entiers.
Démonstration. Voir annexe F.4.2 O

La combinaisons de ces deux résultats nous permet de démontrer le théoréme attendu.

Théoréme 4.4.7. (1). La fonction j induit une surjection entre F, le domaine fondammental
du groupe modulaire dans H et C. Deux éléments F ont la méme image par j si et seulement
st ils sont dans le bord de F.

(ii). Toute courbe elliptique sur C peut ainsi étre représentée par un groupe de la forme C/A,
ot A est un réseau de C.

Démonstration. Voir annexe F.4.2 O
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4.5 Courbes elliptiques, réseaux de C et isogénies.

Nous savons maintenant représenter toute courbe elliptique F définie sur C comme un tore C/A o
A est un réseau de C. La question qui se pose naturellement maintenant est la suivante. Si E; et Es
sont deux courbes elliptiques définies sur C, représentées respectivement par les réseaux A; et Ao, quelle
fonction C/A; — C/A5 peut-on associer a une isogénie entre Ey et Fo?

Commengons par remarquer que si A; et As sont deux réseaux de C et si a € C* vérifie aA; C Ag
alors on peut définir :

0o : C/Ay — C/Ag
z > azmodAs

Théoréme 4.5.1. (1). L’application qui & o € C wvérifiant ah; C Ay associe ¢, induit une
bijection sur l’ensemble Holy(C/A1,C/As) des fonctions holomorphes f sur C, s’annulant en
0 et vérifiant :
Vz e Cw € A, f(z+w) = f(z) modAsy

(ii). Si Ey et Ey sont les courbes elliptiques respectivement associées ¢ C/A1 et C/Ay et si Oy
et ®o désignent respectivement les isomorphismes de groupes entre C/A; et Ey et entre C/Aq
et Eo explicités dans le théoréeme 4.3.1, alors :

F:p € Hom(Ey, Ey) — &5 0o ®; € Holp(C/Ay,C/As)

est bien définie et c’est une bijection.
Remarque : Ceci prouve que les isogénies entre £ et Fy sont en bijection avec les nombres complexes
a € C* tels que aAy C As.

Démonstration. Voir annexeF'.5 O

4.6 Polyndmes modulaires.

Le polyndéme modulaire d’ordre n, noté ®,, est un polynéme a deux variables qui intervient dans ’étude
des isogénies de noyau cyclique de degré n. On montrera notamment dans ce paragraphe qu’il existe une
telle isogénie entre deux courbes elliptiques E et F' définies sur C si et seulement si ®,,(j(E), j(F)) = 0.
Ceci est aussi valable sur @, d’aprés I'argument donné en début de section.

4.6.1 Matrices primitives et isogénies.

Définition 4.6.1. Une matrice 2 X 2 est dite primitive lorsqu’elle est a coefficients entiers tous premiers
entre eux. On définit [’ensemble des matrices primitives de déterminant n comme étant :

P, = {( CCL Z > € Ms(Z) | pged(a,b,c,d) =1 et ad—bc:n}

Commencons par remarquer que P, est stable par multiplication & gauche '° par tout élément de T.
En effet, si un entier d divise tous les coefficients de QP pour P € P, et Q € I' alors il divise tous les
coefficients de Q!QP = P, qui sont combinaison linéaires de ceux de QP donc d = 1. On peut donc
faire agir I" sur P,, par multiplication & droite.

La raison pour laquelle nous introduisons ces matrices est ’existence d’une correspondance entre les
isogénies de noyau cyclique d’ordre n et les orbites des éléments de P,, sous ’action de I" par multiplication
a gauche.

Proposition 4.6.2. Toutes les matrices de P, sont équivalentes en prenant des matrices de I' pour
matrices de passage.

Démonstration. Soit P € P,. D’aprés la proposition B.2.11, on dispose de Q, R € GLy(Z) tels que QPR =
Diag(dy,ds) avec dy,ds € Z et di|de. Comme P et  sont obtenues par des opérations élémentaires dans
SLo(Z), on a en fait P,@ € I'. En outre, pged(dy,de) = 1 car un diviseur commun a d; et dg divise tous
les coefficients de Q_lDiaug(dhaZQ)R_1 = P. En outre didy = n donc di = £1 et do = £n. Mais dans
I', —I, = I, donc on peut supposer que di = 1 et do = n, quitte & multiplier ) par —1. Il s’ensuit que
toutes les matrices de P, sont équivalentes a la méme matrice donc équivalentes entre elles. O

10. Ceci est vrai aussi pour la multiplication & droite, mais sans pour autant faire de politique, nous nous limiterons a
I'action & gauche.
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Proposition 4.6.3. L’ensemble :

a b
Rn.—{<0 d)ePn|0§b<d}

contient un unique représentant de toutes les orbites de P, sous l’action de I' par multiplication a gauche.
Démonstration. Voir annexe F.6.1 O

Maintenant que nous comprenons bien P,, voyons le lien avec les isogénies. Comme nous ’avons vu
dans la sous-section précédente, si F et Fs sont des courbes elliptiques représentées respectivement par
des réseaux A; et As alors une isogénie entre F; et Ey correspond a la multiplication par un certain
a € C* telle que aA; C As. Le noyau de cette isogénie s’identifie alors avec ’ensemble des
z € C/A; tels que az € Ay, c’est & dire au groupe quotient éAg/Al.

Il s’agit donc d’étudier ce groupe. On se donne (w;,ws) une base de Ay et (ws3,ws) une base de
éAg.Notons P la transposée de la matrice de passage de (ws,wy) & (w1, w2). Alors on a le résultat
suivant :

Proposition 4.6.4. Le groupe éAQ/Al est cyclique d’ordre n si et seulement si P € P,,.

Démonstration. Voir annexe F.6.1 O

4.6.2 Le polynéme modulaire.

Proposition 4.6.5. Soit f une fonction méromorphe a Uinfini invariante sous Uaction de I'. Alors f est
un polynéme en j a coefficients dans le Z-module engendré par ses coefficients de Fourier.

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur N := —ord(f). Si N < 0, alors f* est bornée au
voisinage de 0 donc f est bornée sur C (car elle ne peut diverger en U'infini) et ainsi f est constante, donc
le résultat désiré est immédiat dans ce cas. Si maintenant N € N* et que 'on suppose le résultat vrai
aux rangs < N — 1. Alors on écrit le développement de Fourier de f :

+oo
ff(z) = Z cn2"
n=—N

avec c_y # 0. D’aprés le lemme 4.4.6, f —c_nj” est méromorphe a l'infini et invariante sous ’action de
I’ d’ordre —(IN — 1) a linfini. Donec c’est un polynome en j a coefficients dans le Z-module engendré par
les coefficients de Fourier de f — c_nj%, qui sont aussi dans le module engendré par les coefficients de
Fourier de f (puisque j est a coeflicients de Fourier entiers d’aprés le lemme 4.4.6). D’ou le résultat. O

Si f est une fonction méromorphe définie sur H et si P := ( Z CCZ ) € M3(R) est une matrice de
déterminant strictement positif alors H est stable sous I'action de P donnée par P -7 = Z:is et on peut

définir la fonction f o P par :

a7’—|—b)

vreH, foP(r=fpm=f(t

Définition 4.6.6. On appelle n-iéme polyndme modulaire le polyndéme donné par :

o,(X)= [ x—-joP)
PeR,

Proposition 4.6.7. ®,, est a coefficients dans Z[j].

Démonstration. L’idée clé est d’utiliser la proposition 4.6.5. Le lecteur peut voir les détails en annexe
F.6.2 O

On peut donc remplacer j par une indéterminée Y, et voir ®,, comme un polynéme a deux variables.

Proposition 4.6.8 (relation de Kronecker). On a pour tout nombre premier p :

D,(X,Y) = (X - YP)(XP —Y)[p]

Démonstration. Voir annexe F.6.2 O
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4.6.3 Polynéme modulaire et isogénies.

Théoréme 4.6.9. Soient Ey et Ey deux courbes elliptiques sur C. Alors il existe une isogénie de
degré n entre Ey et Eo si et seulement si :

P (j(Er),j(E2)) =0

Démonstration. Soient A et As les réseaux de C respectivement associés a Ey et Eo. Ecrivons j(F1) =
J(Ay) = j(7') et j(Es) = j(As) = j(7) avec 7,7" € F, comme le théoréme 4.4.7 nous autorise a le faire.

On a alors :
©,(j(Er), §(Ea)) = ®n(i(7),i (7)) = ] G() —i(P-7))
PER,,

qui vaut 0 si et seulement si j(7/) = j(P-7) pour une certaine matrice P € R,,, ce qui équivaut a 7/ = P-7
pour une certaine matrice P € P, (puisque j est injective modulo laction de T').

S’il existe une isogénie de degré n entre F; et Fso, alors comme dans le paragraphe 4.6.1, on peut
prendre un représentant o € C* de cette isogénie vérifiant «A; C As, (w1, ws) et (w3, wy) des bases
respectives de A; et iAg. (awg,aw4) est alors une base de As. On peut donc choisir ces bases de sorte
que T = gﬁ = :3 et 7/ = . Si P désigne la matrice de passage de (w3, ws) & (w1,ws), on a alors
7 =P-1et Pe P, daprés la proposition 4.6.4, donc ®,,(j(E1),j(F2)) = 0 d’apres le raisonnement
précédent.

Réciproquement, si @,,(j(E1),7(E2)) = 0 alors 7/ = P - 7 pour une certaine matrice P € P,. On peut
donc considérer (w1, ws) et (ws,wy) des bases respectives de A; et Ay telles que 7/ = i—; et 7= Z—i On a
alors :

w1 aws + bwy

wa cws + dwy

En posant « := w ;on aalors wy = a®2 +b“* et wy = 2 +d=* donc aA; C Ay et P est la matrice
de passage de (‘*(’j, “’4) (base de Ag) (wl,wg) donc 'isogénie entre E et Ey représentée par o est de

noyau cyclique d’ordre n d’aprés la proposition 4.6.4.
O

Dans cette section, nous avons introduit un outil de calcul utile & Satoh. Tel sera aussi
I’objet de la section suivante sur le groupe formel.
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5 Groupe formel

Nous avons vu précédemment l’intérét de pouvoir calculer les objets manipulés pour
mieux les comprendre (fonctions rationnelles, isogénies, j-invariant etc) en faisant des dé-
veloppement en série. Dans le méme esprit, nous "développons en série la loi de groupe"
d’une courbe elliptique (au troisiéme paragraphe) avant d’appliquer ces résultats aux calculs
des isogénies (dans les deux derniers paragraphes).

La définition d’un groupe formel en général et du groupe formel d’une courbe elliptique en particulier
est faite dans [7] et [12].

5.1 Généralités sur les groupes formels.
Définition 5.1.1. Soit A un anneau. On appelle groupe formel sur A une série formelle F € A[X,Y]
telle que :

1. F(X,)Y)=F(Y,X)

2. F(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y,Z))

3. F(X,0)=X

Remarquons qu’on ne manipule que des séries formelles sans terme constant, ce qui permet de donner
un sens a la composée de deux séries formelles.

Proposition 5.1.2. Soit F' un groupe formel sur A. F vérifie de plus les deuzx proporiétés swivantes :
1. F(X,Y)=X+4Y + (termes de degré > 1)
2. Il existe i(X) € A[X] telle que F(X,4(X)) = F(i(X),X) =0

Démonstration. Voir annexe G.1 I

Remarque : i(X) joue le role de l'inversion. C’est pourquoi un groupe formelle s’identifie bien & une
loi de groupe.

Exemples :

— La série formelle somme : F(X,Y) =X +Y,i(X)=-X

— La série formelle produit : F(X,Y) = (X +1)(Y +1) = 1,i(X) = - X + X2 — X3+ ...

On voit qu'un groupe formel F' sur A induit une loi de groupe sur I'ensemble XA[X] en posant
f®g=F(f,g). On montre la réciproque dans le lemme suivant.

Lemme 5.1.3. Soit F € A[X,Y] sans terme constant. Posons pour f,g € XA[X], f ®g=F(f,9). Si
@ est associative, commutative et admet 0 comme élément neutre, alors F est un groupe formel.

Démonstration. Voir annexe G.1 O

On peut maintenant énoncer une proposition qui nous sera utile pour construire le groupe formel
d’une courbe elliptique.

Proposition 5.1.4. Soit G un groupe abélien et F € A[X,Y] sans terme constant. S’il existe une
injection @ : XA[X] — G telle que Q(0) = 0 et pour f,g € XA[X], on a Q(f) + Q(g) = Q(F(f,9)),
alors F' est un groupe formel.

Démonstration. Définissons @ comme dans le lemme 5.1.3. On a Q(f@®g) = Q(f)+Q(9) = Q(9)+Q(f) =
Qg @ f) donc @ commutative par injectivité de Q. De méme, & est associative par associativité de la
loi de G. Enfin, on a Q(f ®0) = Q(f) + Q(0) = Q(f) + 0 puis f &0 = f. & vérifie donc les hypothéses
du lemme 5.1.3, puis F' est un groupe formel. O

5.2 Morphismes de groupes formels.

Nous calculerons dans la section suivante le groupe formel associé a une courbe elliptique. Comme la
finalité est d’utiliser ce groupe formel pour calculer des isogénies, il est tout a fait naturel
de chercher a savoir si cette notion admet un analogue formel.

Définition 5.2.1. Soient F,G des groupes formels sur A. On appelle morphisme de groupes formels
de F vers G une série formelle f € A[X] telle que f(F(X,Y)) = G(f(X), f(Y)). On note Hom(F,QG)
l’ensemble de ces morphismes. On dit que F' et G sont isomorphes s’il existe f un morphisme de F' vers
G et g un morphisme de G vers F tels que g(f(x)) = f(9(X)) = X.
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Exemple Pour m € Z, on définit [m] par :

0] (X) =0
[m + 1] (X) = F([m] (X), X)
[m —1](X) = F([m] (X),i(X))
On a alors :
Proposition 5.2.2. (1). [m] (X) est un homomorphisme sur F

(ii). [m] (X) =mX + O(X?)
(iii). Sim € U(A), alors [m] (X) est un isomorphisme.

Démonstration. Voir annexe G.2 O

5.3 Groupe formel d’une courbe elliptique.

Soit F une courbe elliptique sur un corps K de polynéme de Weierstrass général
W(X,Y):=Y? - X3+ a1 XY — asX? + a3Y — ay X — ag

Notons K((7')) le corps des fractions de 'anneau K[T7].
L’idée derriére l'introduction du paramétre local 7 = —% d’une courbe elliptique est de pouvoir
considérer un "développement en série entiére"de la courbe autour de son élément neutre [0: 1 : 0].
Remarquons tout d’abord que pour f € K(E), on dispose d'un "développement en série entiére en
O" de f.
Proposition 5.3.1. Munissons K(E) de la norme associée a lordre en O. Il existe un morphisme
de corps isométrique @ : K(E) — K((T)) (pour les valuations ordo au départ et vy a larivée).

Démonstration. Soit 7 une uniformisante en O. D’aprés le théoréeme 2.1.15, appliqué avec K une com-
plétion de K(E) et S(K) =K, tout f € K(E) s’écrit de maniére unique

f= Y a7

n>ordo (f)

avec le a, dans K. On pose donc @ : K(E) — K((X)) qui a f associe Y~ a0 (5) an X" avec les a,
définis comme ci-dessus. On vérifie aisément que f est une isométrie (donc f injective) et un morphisme
de corps. O

On voudrait & présent définir une loi de groupe formel sur K & partir de la loi de groupe de E. Pour
cela, on considére la courbe E(K((T))), munie d’une structure de groupe et qui contient F(K). D’apreés la
proposition 5.1.4, il suffit de disposer d’une injection @ de TK[7T] dans E(K((T))) et d’une série formelle
F € K[X,Y] tels que pour f,g € TK[T], on ait Q(f) + Q(g9) = Q(F(f,g)). Les constructions de Q et de
F étant assez techniques, on renvoit le lecteur a 'annexe G.3 pour plus de détails.

5.4 Les Formules de Vélu.

Soit E une courbe elliptique sur un corps K et G un sous-groupe fini de E. Les développements sur
le groupe formel nous permettent de fournir des formules explicites pour la courbe E/G et 'isogénie
¢: E — E/G de noyau G dont existence est affirmée dans le théoréme E.9.5 rappelé ci-dessous :

Théoréme 5.4.1 (admis). (théoréme E.9.5) Soit G un sous-groupe fini d’une courbe elliptique E.
Alors il existe un couple (p, E') ot E’ est une courbe elliptique et ¢ une isogénie de Hom(E, E'")
telle que ker(¢) = G. Le couple (@, E') est unique a isomorphisme pres.

Ces formules, les formules de Vélu, sont exposées avec précision dans [10]. Elles nous seront utiles
pour le calcul des premiers coefficients des Verschiebungs utilisés par l'algorithme de Satoh. Comme
ces formules ne sont pas essentielles & la compréhension du reste du document, nous ne les avons pas
reproduites ici. Le lecteur pourra les consulter en annexe G.4.
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5.5 Groupe formel et isogénies.

Soient F; et E5 deux courbes elliptiques de polynémes de Weierstrass respectifs W7 et Ws, de pa-
rameétres locaux en O 71 et 75 et de groupes formels associés respectifs Fy et Fy. Si ¢ € Hom(F1, Es)
est une isogénie alors 75 o ¢ est une fonction rationnelle sur E1, développable en série formelle par rap-
port & 71 (puique les fonctions X et Y de E; le sont, comme nous I'avons vu précédemment). En outre,
»(Op,) = Og,, de sorte que 13 0 (Op,) = 0, et donc que 73 o ¢ est de valuation > 1 dans 'anneau de
valuation discréte K[F1]o, dont 71 est une uniformisante. On a donc un développement de la forme :

+oo

E : n
To O = aAn Ty

n=1

pour (an)nen+ € KN, On peut donc définir I'application :

U :Hom(Ey, F2) — TK[T]
¢ > Pi(r200)

ou &, : K(Ey) — TK[T] est I'application définie & la proposition 5.3.1.

Théoréme 5.5.1 (isogénies et groupe formel). (i). L’application U précédente est a wvaleurs
dans Hom(Fy, Fy), Uensemble des morphismes de groupes formels entre Fy et Fy et c’est
un morphisme injectif de groupes.

(ii). Si E3 est une courbe elliptique de paramétre local en O 15 et si ¢ € Hom(E1,Es) et
o € Hom(FE2, E3) alors on a la formule :

T30 (Pop) = (r30%)0(r200)

ot la composition du miliew & droite est la composition des séries formelles, tandis que celle
de gauche est la composition de l’isogénie v o ¢ par la fonction Ts.

Démonstration. Voir annexe G.5 O

La liste des ingrédients mathématiques de ’algorithme de Satoh est trés longue, et pas
encore terminée... Et pour cause! Il manque un ingrédient essentiel : la notion de relévement
p-adique d’une courbe elliptique. Ceci nous donnera aussi ’occasion d’appliquer quelques
résultats de la section précédente.
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6 Relévement d’une courbe elliptique définie sur I,.

Dans cette section, on étudie la notion de relévement p-adique d’une courbe elliptique, tout & fait
centrale dans ’algorithme de Satoh.

Le premier paragraphe définit la notion de relévement p-adique et de réduction. Dans
le deuxiéme paragraphe, on "évalue" le groupe formel afin d’étudier le comportement du
paramétre local lorsque 1’on réduit modulo p. On y présente aussi une application du groupe
formel au calcul de la trace. Enfin, le troisiéme paragraphe définit ce qu’est un "bon"
relévement p-adique et énonce les conditions de son existence.

6.1 Relévement de la courbe et réduction modulo p.

Dans toute la suite de cette section, on fixe une courbe elliptique E définie sur F,. Comme car(F,) =
p # 2,3, le polynome de Weierstrass de E est & changement de variables prés :

f(X,Y):=Y?-X3-AX - B
avec A, B € F, avec A = —16(4A3 + 27B?) # 0. On suppose que AB # 0.
Définition 6.1.1. On appelle relévement p-adique de E, toute courbe E, d’équation de Weierstrass :
V?=X*+AX+B
définie sur Zq dont la réduction modulo p des coefficients donne E.
On peut considérer la réduction modulo p des points entre F et E :
Tix:y:2]€eE—[z:7:Z €E

précisons que dans le cas ou 'une des coordonnées, x, y, z est de valuation négative, on peut considérer
k= —min(v,(x), vp(y), vp(2)) et utiliser le fait que :
[v:y: 2] = [phz: phy: p*e]

avant de réduire le terme de droite, dont les composantes sont de valuation positive.
Faisons une premiére remarque sur la réduction des points de E. Soit P := (z,y) € E'\ {O}, que I'on
peut écrire P := [z : y : 1] dans P3(Q,). Si v,(z) < 0 alors comme :

y2 =23+ Az + B
avec v, (A),v,(B) = 0 car AB # 0 et vy(z) < 0; on a d’aprés le point (7). du lemme 2.1.4 :
20,() = vy(a + Az + B) = 30, (2)

Donc v,(z) = —2k et v,(y) = —3k avec k € N*. On a donc P = [p3*z : p3*y : p?*] avec p3*x et p3Fy de
valuation positive donc la réduction de P s’écrit :

P=[pka:p¥y :p¥] =[0:p3*y:0=[0:1:0]=0

A Tinverse, si vp(z) > 0, alors v,(y) = 0 d’aprés I’équation de Weierstrass et donc on peut directement
réduire modulo p pour obtenir un point distinct de O. Nous venons donc de montrer la :
Proposition 6.1.2.

ker(m) = {P € E | vy,(z(P)) < 0} U{O}

6.2 Réduction modulo p et groupe formel.

Dans ce paragraphe (A, v) désignera un anneau de valuation discréte normalisée (i.e. telle que v(A) =
N), My son idéal maximal formé des éléments de valuation > 1, et F(X,Y) € A[X, Y], un groupe formel
a coeflicients dans A.

On suppose que pour tous x,y € My, la série F(z,y) converge dans My. Ceci est vrai lorsque A est
complet pour la topologie associée & v mais nous verrons qu'une hypothése plus faible suffit. On munit
alors My de la loi de groupe @& donnée par :

vx7y€MAa I’@Fy:F(IE,y)
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Notons 7 le parametre local a I'infini @ de E donné par :
z(P)
y(P)

pour tout P € E\{O} et 7(O) = 0. On munit 'ensemble Mz~ des éléments de Q, de valuation strictement
positive muni des lois d’additions sur le groupe formel de la loi de groupe ©p, ou Fj est le groupe formel

T(P) = —

associé a E. On vérifie que cette loi de groupe est bien définie a 'aide du lemme suivant.
Lemme 6.2.1. Soient z,y € Mg-. Alors Fg(x,y) est bien défini et c’est un élément de Mg-
q q

Démonstration. Voir H. O

Proposition 6.2.2.
7 ker(m) — M=

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Voir H. O

Remarque : La discussion précédente reste valable en remplagant Q, par Q7" et les arguments sont les
mémes. En particulier :

7 : ker(m) N E(QZT) — pZy"
est un isomorphisme de groupes pour l'addition ©p, a l'arrivée. C’est surtout dans Q" que nous utili-
serons ces résultats.

Puisque M@ et pZy" sont munies des mémes lois que le groupe formel Fj, on peut définir des
morphismes sur ces groupes en évaluant les morphismes de groupes formels définis au paragraphe 5.1.
C’est ainsi que l'on peut définir le morphisme [m] pour tout m € N* qui coincide avec la multiplication
par m des points de la courbe, c’est & dire que :

VP e E, 7([m]P) = [m]r(P)
La proposition 5.2.2 donne alors immédiatement que :
Proposition 6.2.3. [m] est un isomorphisme de Mg~ dans lui-méme (et de pZy" dans lui-méme).

Le point de vue groupe formel pour les morphismes permet d’effectuer certains calculs. Pour com-
prendre le résultat qui suit, on gardera bien & l’esprit le paragraphe 5.5

Proposition 6.2.4. Soit p € End(E) une isogénie non nulle de développement en O associé To¢p :=
SES enr™. Alors :
deg(s)

Tr(p) = c1 +
C1

Démonstration. D’aprés le théoréme de Cayley Hamilton appliqué dans TZ(E), on obtient l'égalité sui-
vante dans End(E) (par injectivité de I’application ¢ € End(E) — ¢; € End(T;(E))) :

@ + Tr(p)p + deg(p) = 0

En composant par 7 et en réinjectant le développement 70 ¢ := Zj;i'j c, ™" dans cette égalité, on obtient
grace au théoréme 5.5.1 que :

(i + 1 Tr(p) + deg(p))T + O(%) = 0
Donc ¢? + ¢1Tr() + deg(p) = 0. Comme ¢ est non nulle, deg(p) # 0 et donc ¢; # 0. On en déduit que :

deg(y)
¢

Tr(p) =1 +
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6.3 Comment bien relever les isogénies ?

Relever la courbe E n’est pas suffisant pour I'algorithme de Satoh, puisqu’il est aussi intéressant de
"bien" relever les isogénies.

Définition 6.3.1. Si Ey et Ey sont deuz courbes elliptiques, Ey, Fs des relévements p-adiques respectifs
de ces courbes et si ¢ € Hom(E\, Ey) est une isogénie entre Ey et Eo alors on appelle relévement de ¢
une isogénie ¢ telle que :

pomr=m0d

Lorsque I'on dispose d’une isogénie ¥ entre Ey et E, il est facile de lui associer une isogénie 7(¥)
entre E; et Ey vérifiant 1’égalité ci-dessus en posant pour tout P € Ey :

m(V)(P) := m(¥(P))

ol P est un relévement quelconque de P. U étant défini par des fractions racionnelles, il est aisé de vérifier
que 7(¥(P)) ne dépend pas du reléevement P de P choisi. Réciproquement, on aimerait bien savoir si
toute isogénie ¢ € Hom(E7, Fy) admet un relévement. Le théoréme de Deuring, dont la preuve est fort
difficile, assure que ceci est possible.

Théoréme 6.3.2 (Deuring). (admis) Si la courbe elliptique E est ordinaire, alors il existe un
relévement ET de E tel que la réduction modulo p :

U € End(E") — 7(¥)

induise un isomorphisme d’anneauzr entre End(E") et End(E). Ce relévement est unique & isomor-
phisme prés et on ’appelle relévement canonique.

Nous utiliserons en outre les résultats suivants, admis aussi car difficiles :

Théoréme 6.3.3 (Messing). (admis) Soient E1 et Ey des courbes elliptiques ordinaires sur Fg.
Alors la réduction modulo p induit un isomorphisme d’anneaux entre Hom(E], E]) et Hom(Ey, Ey).

Ceci assure que toute isogénie ¢ entre F; et E, admet un unique relévement ¢! entre EI et Eg .
Cependant, il n’est pas intéressant de relever des isogénies sans connaitre les propriétés géométriques du
relévement.

Proposition 6.3.4 (propriétés géométriques du relévement des isogénies). Soient Ey et Ey des
courbes elliptiques ordinaires sur Fy et ¢ € Hom(En, Es). Alors :

(i). deg(¢) = deg(¢").
(i). TH6) = TH{o).
(iii). m(ker(¢h)) = ker(¢).

Nous disposons désormais tous les ingrédients mathématiques pour comprendre 1’algo-
rithme de Satoh. Voici donc le grand finale de ce rapport.
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7 L’algorithme de Satoh.

Cette section a pour objet de faire la synthése de tous les résultats vus jusqu’ici, afin d’étudier
lalgorithme de Satoh. On présentera donc larticle originel de Satoh [1], publié en 1999. Pour les preuves
et résultats techniques, on se reportera avec profit a4 I’annexe I.

Dans toute cette section, p sera un nombre premier > 5 (le cas de la caractéristique 2 et 3 n’ayant
pas été traité par Satoh). On posera q := p”, et on désignera par Qg une extension non ramifiée de Q,
de corps résiduel F; (et donc de degré n). On désignera aussi par Z, := Oq, son anneau d’entiers, Qy”
son extension non ramifiée maximale et Zy" := Ogyr 'anneau d’entiers de cet extension. On notera enfin
vp la valuation p-adique et v la valuation de Gauss associée.

Nous savons que nous disposons d'une décomposition des éléments de Q, sous forme de séries &
coefficients dans le corps résiduel F, (voir théoréme 2.1.15). Bien str, comme il est impossible de travailler
sur machine avec de tels entités mathématiques, nous devons les approcher a une certaine précision u € N*|
en tronquant les termes d’indice > u dans la série, ce qui revient & travailler dans Z,/p“Zg.

Dans toute la suite de cette section, on considére pour tout i € {0,---, N}, E; la courbe elliptique
d’équation de Weierstrass : '

f(X,Y):=Y2 - X3 —AP'X — BY

FE;+1 est donc 'image de E; par la p-iéme isogénie de Frobenius :

FI'i : Ez — Ei—l—l
(z,y) — (aP,y")
0O +— O

et E; est I'image de F; 1 par l'isogénie de Verschiebung V;, qui n’est autre que l'isogénie duale de Fr;. 1l
est clair que Fy = E = Ejy.

Pour tout ¢ € {0,---,N}, on note EZ-T7 ViT et FlrlT les relévements p-adiques canoniques respectifs
de FE;, V; et Fr; dont l'existence est assurée par le théoréme de Deuring. Le but est de construire une
approximation de ces objets afin de pouvoir calculer Tr(V(;r 0---0 V]\T,_l), qui nous donnera le nombre de
points de E par un calcul facile. En effet, la trace d’une isogénie étant égale & celle de son isogénie duale,

le théoréme de Hasse assure que :
EF)| =qg+1-Te(Vy o0V )

Le schéma ci-dessous résumme le principe du relévement p-adique de Satoh :

v v v
BNt Eva—l N2 Eva_z ... E} — gt
VN_1 VN-2 Vo
rF —» En., ——— En_o -+ Ef ———— FE

7.1 Relévement des j-invariants a ’aide du polyndéme modulaire.

Afin de pouvoir relever correctement la courbe E; pour tout ¢ € {0,---, N}, il faut relever le j-
invariant j(E;) en j(EZT ). Ceci peut se faire de facon peu cotiteuse a I’aide du polynéme modulaire ®,, en
utilisant le théoréme 4.6.9. Les deux résultats suivants dus a Satoh donnent une implémentation efficiente
de cette méthode.

Proposition 7.1.1. Soient m € N* et 2y, -+ ,z2ny_1 € Zq vérifiant pour tout i € {0,--- ,N — 1} :

(i). zi =2 [p]

(i). 7" # 7.

(iii). ®p(zi,2i41) =0[p™].
en convenant que zn = 2. Alors il existe (o, -+ ,(N—1 € Zq dont les coefficients sont déterminés de
facon unique modulo p*™, vérifiant pour tout i € {0,--- N — 1} :

(). G=z ™)

(). ®p(Gi, Gir1) = 0[]
en convenant de nouveau que (N := (g.

De plus, connaissant le résidu modulo p*™ de ®,, on peut calculer les (; [p?>™] en O(N) opérations sur
Zq/p*™Ly.
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Démonstration. Voir annexe 1.3 O

On en déduit du résultat précédent la méthode d’approximation des j-invariants j (ELT) Le résultat
qui suit nous assure la convergence de cette méthode.

Proposition 7.1.2. Supposons que j(E) # j(E)pz. Soient (an)nen une suite strictement croissante
d’entiers naturels non nuls et (20,n)neN, -+ » (2N—1,n)nen, N suites d’éléments de Z, telles que pour tout
i€{0,--- ,N -1} :

(i). Zi70 = ](Ez)

(il) Zin+1 = Zin [pa”].

(iii). ®,(2in,zit1,n) = 0[p*].

En convenant toujours que (2nn)nen = (20,n)nen. Alors pour tout i € {0,--- ,N — 1}, z; p, e ](E:)

et pour toutn € N, z;,, = j(ELT) [pon].
Démonstration. Voir annexe 1.3 O

Décrivons maintenant ’algorithme du relévement des j-invariants :

Relévement des j-invariants.
ENTREES : le vecteur (j(Ei))OSiSN—l = (j(E)pl)ogiSN_l.
la précision M a laquelle on souhaite approcher (j (EZT ))o<i<n—1 modulo pM.
INITTALISATION :  u := 1 compteur de précision effective.
Z = (§(Ei))o<i<N—1
TRAITEMENT : Tant que u < M
o F(Z) = (2p(Zo, 21), ©p(Z1, Z2), -+, @p(ZN -1, Z0)).
o 7 :=7—Jacz(F)"'F(2).
® U = 2u.
SORTIE : Z = (j(E]))o<icn-1 [PM].

Cet algorithme est correct d’apreés les deux résultats précédents.

7.2 Algorithme de calcul du cycle de relévements p-adiques.

Soit E un relévement p-adique quelconque de E, de polynome de Weierstrass Y2 — X3 — AX — B.
Notons pour toute partie S de Qg, E(S) 'ensemble des points de E a coordonnées dans S (O inclus).

La question est de savoir a quelle précision E doit-elle approcher ET pour que E[p] se réduise sur
E[p]. Pourquoi ceci est-il important ? Parce qu’en fait, ker(V,,) = E[p]. Ainsi, comme V| est séparable et
de méme degré que Vj, la proposition 6.1.2 nous donne que ker(VpT) est I'ensemble des points de ET[p]
dont les coordonnées sont de valuation positive. On connait alors la réduction de ces points ! donc en
les relevant, on peut en théorie avoir accés aker(VpT)

Comme ker(VpT) est un groupe cyclique d’ordre p, il suffit en fait que E[p] N E (Zy"] # {O} pour que
E[p] se réduise sur E[p]. Le théoréme suivant nous dit quand cela se produit.

Théoréme 7.2.1. Les assertions suivantes sont équivalents :
(). Bl 0 EZy] # {0},
(ii). Il existe P € E(Z;””) \ {O} tel que 7(pP) € p*Z7".
(iii). Il eziste P € E(Z2")\ {O} tel que U, (x(P), A, B) = 0[p?.
(iv). §(B) = j(E") .
Démonstration. Voir annexe O

Lemme 7.2.2. Supposons que E satisfasse Uune des conditions du théoréme précédent. Alors pour tout
P e E[p|n E(Zy")\ {0} :

Démonstration. Voir annexe 1.4 O

11. C’est justement parce que le Frobenius est inséparable que nous perdons cette connaissance si ’on remplace V}, par
Frp. D’ou l'intérét de considérer V), dans 'algorithme de Satoh.
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A partir des deux résultats précédents, on peut prouver le résultat central de I’algorithme de satoh,
qui contient en substance toutes les étapes difficiles.
Théoréme 7.2.3. Soit £ : Y? = X3 + AX + B une courbe elliptique sur F.(q = pV) telle que
J(E) ¢ Fpe, Ei(0 < i < N —1) son image par Fr,, M > 2 un entier. Alors on dispose d’un
algorithme pour construire des courbes elliptiques E(()) sur Zq et un polynome (D) 4 coefficients
dans Zq tels que :

(i).

R = T[] (X —a(P)) modulo p™~*

gD\ {0}
Pei{flﬁl}

avec G(D) = (@) [p] N E((i))(Z;W)
(ii). §(B@)) = 5(EOT) modulo pM
(iii). Al@0) = AP" et B(() = BV’
(iv). G ) est un groupe d’ordre p dont la réduction modulo p est la p-torsion de E;
Les polynomes h{()) et les coefficients AW et BUO) peyvent étre calculés avec O(N In(M)) opéra-
tions sur Zq/p™Z,.

Démonstration. Voir annexe 1.4 O

Voici lalgorithme décrit dans la preuve du théoréme précédent. La correction théorique de ces pro-
grammes n’a rien d’évident. C’est pourquoi le lecteur intéressé est invité a se reporter en annexe I pour
en voir une justification.

Méthode de Newton.
ENTREES : précision M.
P € Zy[X] tel que P est séparable.
¢ € F, une racine de P.
INITIALISATION : wu := 1 compteur de précision effective.
¢ relévement quelconque de &.

TRAITEMENT : Tant que u < M.
- P(¢
« =
® U = 2u.
SORTIE : ¢ € Zy tel que ¢ = £ [p] et P(¢) = 0[p™M].

Relévement de A, B.

ENTREES : les coefficients A, B € IF,.
la précision M.
INITIALISATION :  Z := (j(Ei(i)T))o<i<N,1 calculé avec l'algorithme de relévement des j-invariants.
TRAITEMENT :  Pour i allant de 0 & N — 1
e B(()) est un relévement quelconque de BP" modulo p™ .
o A(()) est le relévement a la précision M.
de la racine A?" du polynome (4j(Ei(m) —1728) X3 + 27j(Ei(i)T)B((i))3
calculée par méthode de Newton.
SORTIE : (A((Z)), B((i)))OSiSka
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Relévement de facteurs polynomiaux (décrit par le lemme 1.1.3)
ENTREES : précision M.
P € Z4[X] unitaire et U € Zy[X] et t := vg(U’) tels que.
(i). P est séparable.
(ii). PAp~tU'(X)=1.
hspace0.5cm (iii). P divise U modulo p'*t.
INITIALISATION :  w := 1 compteur de précision effective.
Q=P
R reste dans la division euclidienne de U par @
Ry := pitiuR
Ry(X) = p~tU"(X)
TRAITEMENT : Tant que u < M
e (U, V) couple de Bézout tel que UQ + VR; = 1[p™]
obtenu par I’algorithme d’Euclide étendu modulo p™.

L] B1 = VRO
e R reste de la division euclidienne de Q'(X)B(X) par Q
*Q:=Q+p"R
oy =2y
R reste dans la division euclidienne de U par @
e Ry:=p "R
SORTIE : Q € Zy[X] tel que Q divise U modulo p™.

Calcul des polynomes h{(D)
ENTREES : (A((i)), B((i)))ogiqu calculé avec la fonction relévement de A, B.
la précision M.
INITIALISATION :  Calculer (¥,;)p<;j<n—1 := (¥, (X, A BNY) o on_y.
TRAITEMENT : Pour ¢ allant de 0 & N — 112
o f(X)= Z,E — X* ot pour tout k € [[O, 172;1]]

p—

uy est le coefﬁcient2devant XPk de U,_1

o A1) relévement du facteur f

avec U := W;, t := 1 et P := f dans lalgorithme précédent.
SORTIE : (h((i)))ogigjv—y

7.3 Calcul effectif de la trace du Frobenius et comptage de points.

Proposition 7.3.1. Soienti € {1,--- N} et 7; := —% le parametre local en O de ELT et c;1 € Zg le
premier coefficient du développement du Verschiebung V; :

oo
— n
Ti—c10Vi = E CinT;
n=1

On suppose connus les coefficients A;, B; et le polynome unitaire et séparable hZT(X) dont les racines

sont les abscisses des points du groupe G; := EzT [p|N E;(Z;") privé de O. Alors on peut calculer cf)l avec
O(1) opérations sur Z.

Démonstration. Voir annexe 1.5 O

Remarque : Si 'on connait AlT, BiT et hZT(X ) seulement & la précision p, alors on peut connaitre 61‘2,1
a la précision p™ en O(1) opérations sur Z,/p™Z,.

Théoréme 7.3.2. Soit E une courbe elliptique non supersinguliére définie sur Fy, avec q := pV. Si

J(E)" # j§(E), alors on il existe un algorithme permettant de déterminer |E(F,)| avec O(N In(M))
opérations dans Zq/pMZy (pour M := |5 | +3) et O(N?) opérations dans F,.

Démonstration. Voir annexe 1.5 O

Remarque : Rappelons que la complexité idiquée en section 1.3.4. est en O(N37¢). Comme le cofit
dominant concerne les opérations sur Z,/ M Zq, cela signifie que les opérations arithmétiques sur cet
anneau cotitent en O(N?).
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Nous avons donc un algorithme efficient de comptage de points. Le seul ennui est qu’il ne fonctionne
pas dans le cas j(E) € Fp2. Satoh propose un algorithme qui fonctionne (mais pas toujours) dans ce
cas-ci. Il est présenté en annexe 1.6. En attendant, voici 'algorithme de Satoh générique.

Calcul de la Trace modulo p.
ENTREES : les coefficients A, B € IF,.
la précision M.
INITIALISATION : ¢; coefficient devant X?~! de (X3 + AX + B)pTﬁ.

t:= tl-
TRAITEMENT : Pour 7 allant de 1 & N —1
ot:=tth
SORTIE : t, trace de Fr, modulo p.

Algorithme de satoh.
ENTREES : les coefficients A, B € IF,.
la précision M.
INITIALISATION :  Calculer (A() B(®) a))(X))g<;<n_1 avec les algorithmes précédents.
Co = 1.
TRAITEMENT : Pour ¢ allant de 0 a N — 1
o 51 coefficient devant X "= 1 de () (X).
o 55 coefficient devant X "z ~2 de R (X).
e 53 coefficient devant X *=* 3 de h(())(X).
o= (6 —5p)ALD)) —30(s? — 2s5).

o 3:= (15— 14p)B() + 70(s% — 35155 + 3s3) + 4245,
((i—1))
® Co = 021&?%'

e ¢, revelévement de ¢ modulo p™
avec la méthode de Newton appliquée & € :=t et P := X2 — 2.
e d est la conversion de c¢ en entier.

Sid>2yq:
o d est Popposé de la conversion de —c en entier. '3
SORTIE : IE(F,)|=q+1—d.
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Conclusion.

Seule la présention de 'algorithme de Satoh pouvait conclure ce rapport de fagon éloquente mais
nous ne pouvions terminer sans ces quelques mots. Ce PSC nous a fait visiter de nombreuses contrées du
beau pays des mathématiques, mais I'histoire s’arréte-t-elle ici? Tant de choses ont été vues. Mais tout
n’a pas été fait. Nous aurions par exemple aimé pouvoir comprendre le théoréme de Deuring. Peut-étre
qu’une étude plus approfondie de la géométrie algébrique nous aurait servi. Puisque nous avons étudié
le polynome modulaire, il etit été naturel de prolonger cette étude avec article de Nakamura [13], qui
intervient dans la preuve du théoréme 7.2.3. D’un point de vue algorithmique, nous aurions aussi pu
pousser ’étude de la complexité plus loin en nous intéressant aux méthodes de calcul efficients sur les
nombres p-adiques (notamment la multiplication par transformée de Fourier rapide). Enfin, nous aurions
aimé trouver une preuve compléte de la proposition 1.2.6 4. Puisque certains PSC sont repris d’une année
a lautre, pourquoi ne pas proposer a la promotion X2017 de reprendre le notre ?

14. Nous n’avons trouvé aucune référence qui la prouve complétement. Satoh se référe a [11| qui ne la prouve qu’en partie.
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A Preuves de la section 1.

A.1 L’algorithme de Pohlig-Hellman.
On rappelle le probléme initial. On veut prouver le théoréme suivant :

Théoréme A.1.1 (Pohlig-Hellman). Soient G un groupe cyclique de cardinal n, g € G un générateur
de G et h € G quelconque. Alors il existe un algorithme permettant de trouver ly(h) avec :

O | > ap(in(n) + /p) +In(n)*

pln

opérations arithmétiques élémentaires ot n = Hmnp% est la décomposition de n en produit de facteurs
premiers (que l’on suppose connue).

On commence par montrer que le calcul de l4(h) se raméne au calcul d’un logarithme discret dans
un groupe de taille p®» pour tout diviseur premier p de n. Pour tout diviseur premier p de n, on définit
np = 1%, gp = g"? et hy := h"», et on remarque que h, est bien dans le sous groupe engendré par g,

car h, = gé,g(h). Ainsi, [y, (hy) existe et le théoréme suivant nous permet de calculer [,(h) & partir des
lg, (hp) :
Proposition A.1.2. Soit x € {0,--- ,n — 1}, lunique solution du systéme de congruence :

(e =y, (h) ™),
dont Uezistence est assurée par le théoréme des restes chinois. Alors x = 14(h).

Démonstration. Sin n’admet qu'un seul diviseur premier alors le résultat est trivial (z = Iy, (hy) = lg(h)).
Supposons donc que 7 ait au moins deux diviseurs premiers distincts p et g. Alors, vu que g, est d’ordre
pr et que x =1l (hy) [p**], on a:

—x71\n —xn, 1N —x —lgp (R _
(g h)"r =g php:gp hp:gpj(p)hpzhplhp:1

Et de méme, (¢~ "h)" = 1. Ainsi, Pordre de g~ h divise n,, et ny donc 1 car ces deux entiers sont premiers
entre eux. Il s’ensuit que ¢7*h = 1 i.e. ¢°* = h. Mais g étant d’ordre n, il n'y a qu'un seul entier x de
{0,---,n — 1} qui vérifie cette relation (il s’agit de l4(h)). Donc = = l4(h). O

On est donc ramené par le théoréme précédent au cas ou |G| = n = p* (en substituant le sous-groupe
engendré par g, & GG). On montre qu’en fait, on peut méme se ramener au calcul du logarithme discret
dans un groupe d’ordre p. On sait que {,(h) < p® donc on peut décomposer l,(h) en base p avec «
chiffres :

a—1
lg(p) = Z a'kpk
k=0

avec pour tout i € {0, ,a—1}, a; € {0,--- ,p—1}. Ainsi, on a p*~ 1 (p) = app®~' [p*] et comme G
est supposé étre d’ordre p® :
a—1\ ao a—1
) =

g”w1 étant d’ordre p, il s’ensuit que ag est I'unique entier de {0, -+ ,p— 1} qui vérifie cette relation, c’est
a dire que :

a—1

ag = lgpa—l (hp )

On détermine les chiffres suivants par récurrence. Supposons ag, - - - , a; déterminés (pour i € {0,--- o —
2}). Alors en remarquant que :

i+1
lg(p)pafzf2 = ZakpoH»kfzfQ [pa}
k=0

De sorte que :

@ k
avec h; := thk=o P et que :



Nous nous sommes ramenés maintenant au cas ot G est d’ordre p. Nous ne pouvons donc plus continuer
a "descendre" et il nous faut un algorithme explicite pour calculer [,(h). Cette tache peut étre effectuée
en temps O(,/p), par I'algorithme "pas de bébés-pas de géant" décrit dans le paragraphe suivant.

Terminons avec le calcul de la complexité. En utilisant 1’exponentiation rapide, le calcul de g, et h,
nécessite O(In(n,)) = O(In(n)) multiplications dans G pour tout p|n. Le calcul de chacun des «, chiffres
a; de g, (h,) nécessite O(In(p®/Ph?»)) = O(In(n)) opérations pour calculer les puissances gglph"_l et les
h; et O(,/p) opérations pour 'algorithme de calcul du logarithme discret. Ceci donne au total :

O D ap(in(n) +v/p)

pln

opérations dans le groupe G. En outre, le nombre de facteurs premiers de n étant un O(In(n)), et la
résolution d’un systéme de m équations modulaires par le théoréme Chinois étant de complexité O(m?) 15,
il faut O(In(n)?) opérations arithmétiques élémentaires pour résoudre le systéme de congruence donnant

1,(h).

A.2 L’Algorithme "Pas de bébés - pas de géants".

Soient G un groupe cyclique, d’ordre n et g un générateur de G. On cherche pour h € G donné, I,(h),
le logarithme discret en base g de h. On pourrait penser & ’algorithme naif qui consiste a calculer toutes
les puissances de g et a reconnaitre h, et qui nécessite O(n) opérations. Dans des groupes de grande taille,
c’est quasiment impossible. Il existe en fait un peu mieux : 'algorithme "pas de bébés-pas de géant" par
exemple trouve le logarithme discret en O(y/n) opérations. Expliquons comment.

On commence par calculer m := [y/n]. Ecrivons la division euclidienne de I,(h) par m :

lyh)=gm+r avecqgeN etre{0,---,m—1}

Cet algorithme trouve [4(h) en calculant g et r. L’idée est de calculer les puissances de g (pas de bébé)
et de k := g™ (pas de géant) jusqu’a trouver le couple (g, r). L’algorithme porte donc bien son nom...
Plus concrétement, on stocke en mémoire ’ensemble des "pas de bébé" :

B:={(hg™%s)|s€{0,--- ,m—1}}

Si I'on y trouve un couple de la forme (1,7) alors {,(h) = r. Sinon, on calcule les puissances successives
de k, jusqu’a trouver un entier ¢ tel que k7 = hg~" avec (hg~",r) € B. On a alors :

gt =h ie. ly(h)=qgm+r

En termes de complexité, on effectue m multiplications pour calculer successivement les éléments de
B, m multiplications pour calculer k, et ¢ > 7 + 1 multiplications pour calculer les puissances de k,
chaque puissance étant comparée aux éléments de B (opération pouvant étre réalsée a colit constant en
utilisant une table de hachage). Le nombre d’opérations est donc de 'ordre de 2m + ¢ = O(y/n). On
gagene donc nettement en complexité par rapport a l'algorithme naif, mais il faut garder a l'esprit que
I'on doit stocker les éléments de B (ce qui représente un cotit spatial en O(y/n)). Notons qu'il existe un
autre algorithme avec les mémes performances temporelles, mais un cott spatial constant, ’algorithme p
de Pollard, non présenté ici.

A.3 Généralités sur les courbes elliptiques.

Proposition A.3.1. Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weierstrass f(x,y) = 0. Alors E est
singuliere si et seulement si A = 0. Dans ce cas, il n’existe qu’un seul point singulier.

Démonstration. Premier cas : On prouve dans un premier temps le résultat lorsque car(K) # 2. Il
est alors aisé de remarquer que E est singuliére si et seulement si la courbe E de polynéme de
Weierstrass simplifié :

Fi=Y"?—4X% — by X? — 204X — bg

lest aussi. En effet : -
of n_ 9f of
ax V)= 5% g

15. On pourra se référer au théoréme 2.15.3. de [3] pour une preuve de ce résultat.

(X,Y") —a (X,Y")
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Et :

Oy OV 06 _0F
oy’ ) ) 4

De sorte que [z : y : 1] est un point singulier de F si et seulement si [;v :

(X.Y")

y—a1z—as . :
5 : 1] est un point

singulier de F.
Or, un point [z, 4} : 1] € E est singulier si et seulement si :
of

('r()vyé)) = W(l‘()vyé) =0

_ af
f(x()vyé) = 87:)];

Mais %(mo,yé) = 0 équivaut a 2y, = 0 ie. yp = 0 (car(K) # 2) et la condition f(zo,y}) =
%(mo, y6) = 0 équivaut donc a :
P(l‘o) = Pl(.To) =0
avec P := f(X,0) = 4X3 4 by X2 + 20, X + bs.
Donc si E est singuliére, alors E est aussi singuliére et P admet une racine double, de sorte que

A = 0. On obtient alors immédiatement ['uncicité du point singulier lorsqu’il existe puisqu’un
polynome de degré 3 ne peut avoir deux racines doubles distintes.

Réciproquement, si A = 0 il suffit de considérer une racine double zo de P et Yo = 0, pour obtenir
un point sigulier de E, donc de F.

Deuxiéme cas : Traitons maintenant le cas ou car(K) = 2.
Premier sous-cas : Supposons que a; # 0. On fait alos la substitution :

2 2
ajay + ag

3

X = a%X' + %,Y = a‘?Y’ +
aq ay

Ce qui définit une nouvelle courbe de genre 1 E de polynéme de Weierstrass :

f — Y/2 + X'y’ — X/S _ a’QX’2 _ aé

Avec : 6 5 4 4.2 3,3 4
, ajaz +az ,  ajae +ajazas + ajazaz +ajay + ajaz + as
SRR R af

On obtient par un raisonnement analogue a celui mené en caractéristique # 2 que F est singu-
liére si et seulement si F I'est aussi. Un calcul en caractéristique 2 assure aussi le discriminant
de E et celui de E sont liés par la relation :

~ A
A=q,=—

6 a%o
De sorte que A =0 si et seulement si A = 0.
Si E est singuliére, alors E aussi et on dispose donc de [zg : yp : 1] € F tel que f(xo,y0) =
%(Io,yo) = %(xo,yo) =0, c’est a dire :

Yo+ zoyo — xh — ahas —af = yo — 325 =20 =0

Et donc g = yo = ag = 0, puis A = ai = 0.
Réciproquement, si A = 0 on voit clairement avec les calculs précédents que le point [0 : 0 :
1] € E est un point singulier de E et donc que E est singuliére.

Deuxiéme sous-cas : Supposons que a; = 0. Alors la substitution X := X’ + ap donne une
nouvelle courbe elliptique E de polynéme de Weierstrass :

f=Y24a3y — X" —d, X' —aj

avec aly := a4 + a3 et ag := azas + ag, de discriminant A= a3 = A. On conclut alors de la
méme fagon que précédemment.
Lorsque car(K) = 2, il y a unicité du point singulier lorsqu’il y en a un, car [0 : 0 : 1] est le seul
point singulier de F dans les deux cas précédents.
O
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Proposition A.3.2 (formules d’addition des points). Soit E une courbe de genre 1 d’équation de Weiers-
trass :
flzy) =y" — 2 + aray — ax2® + azy — agy — ag =0
Soient Py, Py € Ens \ {O} et P := Py & Py que lon écrit Py := [x; : y; : 1] pour i € {1,2}, alors :
(1). Py admet un opposé ©OPy := [x1 : —y1 — a1x1 — ag : 1.
(2). Sixy # xo alors Py := [x3 : y3 : 1] avec :
3 =M HamA—ay—x1 —x2 et y3= —(A+a1)zs—v—as
ou :
Y2~ Y122 — Y211
A= V=
To — T1 T2 — T1
(3). Si Py = Py et 2y; + ar1x1 + az # 0 alors :

23 =N+ am\—ays—x1 —T0 et ys=—(A4a1)xs — v —asg
avec :
\ 32} 4 2a0a1 + ay — ayyy L —x} 4 asz1 + 206 — agy
. 2y1 + arz1 +as T 2y1 + a1z +ag
Démonstration. (1). On vérifie par le calcul que f(z1,—y1 —a1z1 — az) = 0, ce qui assure que SP;

est un point de F. Comme P; et ©P; ont méme abscisse, la définition de @ assure qu’ils sont
opposés lorsqu’ils sont distincts, i.e. lorsque —y; — a1x1 — az 7 y1.-
Si maintenant P; = &P, alors on a :

of

37(33171/1) =2y1 +arriyr +azyr =0

Donc la tangente & E en Py = ©P; est horizontale et il s’ensuit par définition de ® que P; et ©P;
sont encore opposeés.

(2). La droite D reliant P; a P, a pour équation :
y=Ar+v

Comme P, P, € EN D, x1 et zo sont des racines distinctes du polynome f(X, X + v), de
coeflicient dominant —1, qui s’écrit donc :

FXAX +v) = —(X —20)(X —21)(X — 29)

xo étant 'abscisse du troisiéme point d’intersection R entre D et E, dont on notera gy := Axg + v
I'ordonnée. L’écriture du terme en X2 du polynéme précédent donne :

xoz)\2+a1/\—a2—x1—x2

On sait qu'alors £33 = 20 = A2 + a1\ — as — 1 — Zo.

En outre, vu que P; est le "deuxiéme" point d’intersection entre E et la droite d’équation x = xy =
x3 (le premier étant R), y3 est la "deuxiéme" solution de I’équation polynomiale f(z3,Y) = 0. Or,
on vérifie facilement la factorisation suivante :

f(z3,Y) =Y2 +a1x0Y + azy — x% — agzg —agzg—as = (Y —y0)(Y + yo + a1z + a3)
Qui nous donne immeédiatement que :
Ys = —Yo —a1xo — a3 = —(A+ai)rz3 — v —as
(3). Comme précédemment, la tangente D & E en Py a pour équation y = Az + v (voir définition 6).

Alinsi, 7 est racine du polynome f(X,AX + v), de dérivée en x; :

0 0

a—;,(acl,/\xl +v)+ )\8—}{,(961,/\361 +v)

_ g—g;(rcl,)\xl-&-u)
g—{,(ml,)\xl-&-y)

donc une racine double. On a donc :

avec \ = par définition. Donc la dérivée de f(X, X +v) s’annule en 21, qui en est

FIXAX +v) = —(X — 20)(X — 21)?

Et le raisonnement qui suit est tout a fait analogue a celui du point (2)..
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Corollaire A.3.3. (E,, @) est un groupe abélien. En outre, ’ensemble E(K) := E, s NP?*(K) des points
rationnels de E est un sous-groupe de (Fps, ®).

Démonstration. Commencons par vérifier que @ est une loi de composition interne, c’est a dire que
la somme de deux points non-singuliers n’est jamais un point singulier. Pour vérifier cela, il suffit de
montrer que toute droite D coupant E en deux points distincts de E,s ou tangente & F en un point
de E,s n’intersecte pas de point singulier S de E. En effet, les abscisses (ou les ordonnées) des points
d’intersection entre D et E sont solution d’une équation polynomiale de degré au plus 3 et les deux points
d’intersection de D et de E,,; sont solution de cette équation (quitte a les compter avec multiplicité dans
le cas de tangence, comme nous l’avons fait dans la preuve du point (3). du résultat précédent).

Or, un point singulier S := [z : yo : 1] € EN D est de multiplicitée au moins 2. En effet, si D a pour
équation y = ax + b alors zg est racine de f(X,aX + b) de dérivée en xg :

T (0,0) + a5 (20, ) = 0
vu que S est singulier. Le raisonnement est le méme si 'équation de D est du type x = c. Ainsi, D
n’intersecte pas S car sinon on obtiendrait une équation polynomiale d’ordre au plus 3 avec 4 solutions.

On peut alors vérifier que (E,;, @) est un groupe abélien. O est un élément neutre. L’associativité est
garantie par les formules d’additions ci-dessus (mais la preuve, trop lourde n’est pas présentée ici). En
outre, la commutativité est claire avec ces mémes formules d’addition (on peut aussi donner un argument
géométrique : la droite D intersectant P et @ est la méme que celle intersectant @ et P). Pour finir, tout
élement admet un opposé.

E(K) est un sous-groupe de (E,s, ®) car il contient le neutre O et qu’il est stable par somme d’aprés
les formules d’addition.

Dans le cas ot E est une courbe elliptique, notons qu’une preuve moins élémentaire mais plus élégante
de ce résultat est donné a la section 3.2. (voir théoréme 3.2.11). O
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B Prérequis d’algébre générale.

Nous exposons ici les prérequis algébriques de base qui nous servent tout au long du document a
lexception de la théorie de Galois (car elle fait I’'objet du cours de I’X : voir [6]). Il s’agit de notions que
nous n’avons pas étudié dans notre scolarité antérieure mais qui sont suffisamment élémentaires pour étre
considérées comme des prérequis.

B.1 Arithmétique sur les anneaux.

Définition B.1.1. Soit A un anneau et I un idéal de A. I est principal s’il existe un élément a € A tel
que I = al. Autrement dit, I est généré par un unique élément de A. A est principal si tout idéal de A
est principal.

Définition B.1.2. Un anneau A est noetherien si toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.
Proposition B.1.3. Un anneau principal est noetherien.

Démonstration. Soit (I,)nen une suite croissante d’idéaux d’un anneau principal A. Alors I = | J;en In
est un idéal de A comme réunion croissante d’idéaux. Comme A est principal, il est de la forme aA ou
a € A. a € T donc (par définition) il existe n € N tel que a € I,,. Par suite I C I, puis I; = I pour tout
1 > n. La suite est bien stationnaire. ]

Lemme B.1.4. Dans un ensemble ordonné (E, <), les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(). Toute suite croissante est stationnaire.

(ii). Tout sous-ensemble non vide de E admet un élément mazimal.

Démonstration. Supposons (ii). et dotons-nous d’une suite croissante (a;);eny de E. Alors il existe ig € N
tel que a;, est un élément maximal de la suite. Comme la suite est croissante, elle est donc stationnaire
A partir du rang ig.

Réciproquement, munissons-nous d’un sous-ensemble non vide F' C E. Supposons que F' n’admet pas

d’élement maximal : Va € F, 3b € F/a < b. Montrons qu’il existe une suite croissante non stationnaire
de F' :

Comme F # (), il existe ag € F.

Soit n € N. Supposons qu'il existe un tuple strictement croissant (a;)o<i<n € F"*'. a,, n’est pas un
élément maximal de F donc il existe a, 11 € F tel que a, < an41.

On a donc construit par récurrence une suite strictement croissante d’éléments de F, ce qui démontre
la réciproque par contraposée. O

De ce lemme on déduit la propriété suivante : toute famille non vide d’idéaux d’un anneau principal
admet un élément maximal. Cela nous permet de démontrer le théoréme fondamental de 'arithmétique
dans les anneaux principaux.

Définition B.1.5. Un anneau A est dit factoriel si tout élément non nul de A se décompose en un pro-
duit d’un élément inversible et d’éléments irréductibles. Cette décomposition est alors unique & I’élément
iversible prés.

Proposition B.1.6. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. On raisonne par 'absurde : supposons qu’il existe un élément
non nul a € A qui n’est pas produit d’éléments irréductibles. Soit F la famille d’idéaux engendrés par de
tels éléments. Par hypothése, F # () donc elle posséde un élément maximal F = fA.

f est non nul et n’est pas irréductible (sinon il serait produit d’éléments irréductibles) donc il existe
un couple d’éléments non inversibles (x,y) € A2 tel que f = xy. On a clairement F ¢ zA car y n’est
pas inversible donc, par maximalité de F' et comme = # 0,z est un produit d’éléments irréductibles, de
méme pour y. Comme f = zy, on en déduit que f lui-méme est un produit d’éléments irréductibles, ce
qui aboutit & une contradiction. O

On a donc retrouvé le théoréme fondamental de 'arithmétique pour les anneaux principaux. On se
propose maintenant de donner quelques propriétés générales vérifiées dans un anneau principal :

Proposition B.1.7 (Bézout.). Soit A un anneau principal. ¥(a,b) € A%, 3d € A/aA + bA = dA. d est
un pgcd de a et de b, noté a ANb. Deux éléments a et b sont premiers entre eux si 1 est un pged de a et de
b. Si p est irréductible, Va € A, pAa € {1,p}.
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Lemme B.1.8 (Gauss.). Soit A un anneau principal et p un irréductible de A. Pour tout (a,b) € A2, si
p | a mais plab, alors p|b.

Proposition B.1.9. (1). Les idéaux premiers sont les idéaux engendrés par un élément irréductible.

(ii). Les idéaur mazimaux sont les idéauz premiers.

B.2 Modules, algébres.

Ici, il s’agit de voir comment se généralisent les résultats classiques de 'algébre linéaire dans les
espaces vectoriels et les algébres, lorsque la structure de base n’est plus un corps mais un anneau tel que
Z, Zy, ou Zg4. Nous introduisons donc la notion de module sur un anneau commutatif intégre et principal
(propriétés que vérifient Z, Z,, ou Z,). Dans tout ce paragraphe, A désignera donc un tel anneau.

Définition B.2.1. Soit (M, +) un groupe abélien. On dit que M est un A-module si il existe une appli-
cation externe - : A x Ml — M vérifiant pour tous a,b € A et x,y € M :

(i) a-(z+y)=a-z+a-y.

(ii). (a+bd) - z=a-z+b-y.

(iii). (ab)-z=a-(b-x).

(iv). -z ==.
Si de plus, Ml est muni d’une structure d’anneau pour une certaine loi X vérifiant pour tous x,y € M et
a,be A :

(). (a+b) -z xy=a-xxy+b-zxuy.

(ii). a-(zxy)=(a-z)xy=2x (a-y).
On dit que M est une A-algébre.

Exemples :

1). L’ensemble A[X] des polyndémes a coefficients dans A et 'ensemble M, ., (A) des matrices a coefficients
dans A sont naturellement munis d’une structure de A-algébre.

2). Tout groupe abélien (G,+) est naturellement muni d’une structure de Z-module. Ce constat nous
permettra d’obtenir un théoréme de structure des groupes abéliens de type fini & partir de notre étude
de la théorie des modules.

3). De méme que dans les espaces vectoriels, on définit la notion d’application A-linéaire entre deux modules
M et . On note alors Homy (M, L) (ou Hom(M, L) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur A), I’ensemble des
applications A-linéaires de M dans L et End(M) := Hom(M, M) ’ensemble des endomorphismes de M.
On peut munir Hom(M, L) (et End(M) de méme), d’une structure naturelle de A-module. L’hypothése de
commutativité de A est cruciale ici pour que la multiplication par un scalaire d’une application A-linéaire
reste A-linéaire.

End(M) est méme une A-algébre pour la composition.

Une application A-linéaire bijective est appelée isomorphisme. Si Hom (M, L) en contient une, on dit que
M et N sont isomorphes. Comme la composée de deux applications A-linéaires reste A-linéaire, cette
notion est transitive.

4). Nous verrons d’autres exemples (qui font tout U'intérét de cette digression) tels que le module de Tate
et le groupe des isogénies d’une courbe elliptique.

Sous-modules, modules engendrés :

Les notions de sous-module et de sous-algébre sont définies de la méme maniére qu’en algébre linéaire
classique (présence des neutres et stabilité). On vérifie ainsi facilement que les intersections et les sommes
de sous-modules sont des sous-modules, et qu’une intersection de sous-algébre définit une sous-algébre. La
notion de somme directe est la méme qu’en algébre vectorielle. Enfin, I'image et le noyau d’une application
A-linéaire sont des sous-modules.

On peut définir aussi la notion de module et d’algébre engendrées par une partie P C M (plus petite
structure contenant ladite partie). On peut vérifier qu’il s’agit de ensemble des combinaisons linaires
des éléments de P pour la structure de module et I’enesmble des combinaisons linéaires des produits des
éléments de P pour la structure d’algébre.

Modules quotient :
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Soient M un A-module et L un sous-module de M. Alors L est un sous-groupe distingué de M pour la
loi 4, car M est abélien. Ainsi, M/L est muni d’une structure de groupe pour la loi +. En fait, on peut
aussi construire une loi externe - sur M/ en posant :

a-rT:=a-T
pour tous a € A et T € M/LL choisi. On peut facilement vérifier que - est bien définie car a - Z ne dépend
pas du représentant de T modulo IL choisi.
Par exemple, A est un A-module et tout idéal I de A est un sous-module de A donc A/I est un
A-module.
Comme pour les groupes, quotienter est un moyen de rendre injectives des applications linéaires.

Lemme B.2.2. Si f est une application A-linéaire entre deuxr A-modules M et I alors il existe une
unique application A-linéaire f : M/ker(f) — L telle que f = f o, m étant l'application A-linéaire de
projection de Ml sur M/ker(f). f induit un isomorphisme entre M/ker(f) et im(f).

Démonstration. f est constante sur chaque classe d’équivalence de M /ker(f). On peut alors poser :
VeeM, [f(@):=f(z) (%)

Ceci définit bien une application A-linéaire entre M/ker(f) et L qui vérifie f = f on. En outre, si
r € M vérifie f(T) = 0 alors f(z) = 0 donc x € ker(f) et T = 0 donc f est injective, et induit donc
un isomorphisme entre M/ker(f) et im(f). L’unicité est claire car toute application convenable vérifie
(%). 0

Modules libres de type-fini :

Les notions de famille libre et de famille génératrice sont les mémes que dans 1’algébre linéaire vecto-
rielle. Cependant, l'existence d’une base n’est pas toujours assurée. D’oul la définition suivante.

Définition B.2.3. Un A-module M est dit libre s’il admet une base.

Comme dans les espaces vectoriels, ’algébre linéaire est plus simple en dimension finie. On se restreint
donc & ce cas ici.

Définition B.2.4. Un A-module M est dit de type-fini s’il admet une famille génératrice finie.

Nous allons maintenant construire I’analogue de la dimension sur un A module libre de type fini, que
nous appellerons rang.

Proposition B.2.5. Si M est un A-module libre de type fini alors M admet une base finie.

Démonstration. Soit B := (e;);er une base de M. Comme M est de type fini on dispose de z1, - ,z, €
M qui engendrent M et qui sont combinaisons linéaires (nécessairement finies) d’éléments de B. Soit
donc J C T le support de toutes ces combinaisons linéaires (qui est fini). Alors comme (z1,--- ,z,) est
génératrice, (e;);cs lest aussi. Etant en particulier libre comme sous-famille de B, c¢’est une base de
M. O

Fixons donc M un A-module libre de type fini et B := (by,--- ,b,) une base de M. Alors :

-
f:(a1,~- ,ar) EAT'—>Zaibi eM
i=1
définit un isomorphisme linéaire entre A" et M. Donc Ml ~ A". Il reste a vérifier I'unicité d’un tel entier
r (qui définira le rang de M).
Supposons que A" soit isomorphe & A® pour un certain entier s et soit g un certain isomorphisme entre
les deux. Rappelons un résultat de [6] (corollaire 9.1.4), qui est une conséquence du lemme de Zorn :

Proposition B.2.6. Tout anneau admet un idéal mazximal.

Soit M un idéal maximal de A. Alors A/M est un corps et (A/M)" et (A/M)® peuvent étre munis
d’une structure de A/M-espace vectoriel. g peut alors étre vue comme une application A/M-linéaire de
(A/M)" dans (A/M)*®, qui devient alors un isomorphisme de A/M-espaces vectoriels. Mais la famille
(e1, - ,e,) de (A/M)" donnée par :

e = (0ij)1<i<r
est une A/M-base de (A/M)" qui est donc de dimension r comme A/M-espace vectoriel. De méme,
(A/M)?® est de dimension s comme A/M-espace vectoriel. Donc r = s.
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Définition B.2.7. Si M est un A-module libre de type fini alors le rang de M est l'unique entier r tel
que M = A". C’est aussi le cardinal de toute base de M. On le note rg(M).

Pour que la théorie du rang soit analogue & celle de I’algébre vectorielle, il ne nous manque plus que
le résultat suivant.

Proposition B.2.8. Si L est un sous-module d’un module libre de type fini M, alors il est libre de type
fini de rang < rg(M).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r := rg(M).

Initialisation : Sir = 0 alors M est engendrée par la famille vide donc M = {0} et donc L = {0}
qui est aussi engendré par la famille vide donc libre de type fini et de rang 0.

Hérédité : Soit r € N*. Supposons le résultat vrai au rang r. Soient M un A-module libre de type
fini de rang r + 1 et L un sous-module de M. Soient U = (uy,- - ,u,41) une base de M et M’ le
sous-module de M engendré par (ug,--- ,u,). M’ est un module libre de type fini et de rang r car
(u1,--- ,u,) en est une base (elle est libre comme sous famille de U et génératrice par définition de
M"). LN M’ est alors un sous-module de M’ et on peut alors appliquer ’hypothése de récurrence
pour obtenir l'existence d’une base V' = (v, -+ ,v;) de LNM' avec k < r.

Soit I I’ensemble des coordonnées des éléments de L selon w,1. I contient O et I est stable par
somme et par multiplication par tout élément de A donc c¢’est un idéal de A. On distingue deux
cas.

Premier cas Si I = {0} alors L. C M’ donc V' est une base de L qui est donc libre de type fini
et derang rg(L) <k <r <r+1

Second cas Sinon, I # {0} donc comme A est principal, on dispose de d € A\ {0} tel que I = dA.
Soit xg € M’ tel que vpi1 = g + du,11 € L, qui existe par définition de I. Montrons qu’alors
V:= (v1, - ,Vk41) est une base de L.
Soit € L. Alors sa coordonnée selon u,11 est dans I donc elle est de la forme ay41d avec
ar+1 € A et donc la coordonnée de y := x — agy1vk11 selon .1 est nulle donc y € M’. Mais

x € L et vgy1 € L donc y € . Donc on dispose de a1, - ,ar € A tels que y = Zle a;v; i.e.
_ okt
T =" a;v;.
Soient maintenant by, - .- ,bx41 € A tels que Zfill b;v; = 0. Alors :
k

bry1vpr1 = — wai e M

i=1

Donc si par Pabsurde bx11 # 0 alors bgy1vk+1 a pour composante bii1d # 0 (par intégrité de
A) selon w,y1 ce qui contredit son appartenance & M'. Ainsi, by = 0 et Zle b;v; = 0 donc
par liberté de V', Vi € {1,--- |k}, b; = 0.

Donc V est bien une base de et doncrg() =k+1<r+1=rg(M).

D’ou l'itération et le résultat.
O

Remarque : Au cours de la preuve, nous avons pleinement utilisé le fait que A est intégre et principal.
C’est pourquoi cette hypothése est nécessaire pour avoir une notion de rang analogue a cette de 1’algébre
vectorielle. Toutefois, on dispose d’une version affaiblie de ce résultat lorsque ’hypothése de principalité
est un peu affaiblie, plus précisément lorsque 'anneau A est simplement supposé noethérien.

Définition B.2.9. Un anneau est dit noethérien si tous ses idéaux sont de type finis, c’est a dire engendrés
par un nombre fini d’éléments.

Proposition B.2.10. Si A est intégre et noethérien, si M est un A-module de type fini et un sous-module
de M alors est de type fini.

Démonstration. C’est une récurrence sur le rang de M analogue a celle de la proposition B.2.8. O
Structure des modules de type fini :

Nous prouvons ici un résultat de théorie des groupes, qui nous est utile pour I’étude des isogénies (cf.
théoréme ?7?) en nous plagant dans le cadre plus génbéral de la théorie des modules de type fini sur un
anneau commutatif, intégre et principal.

Commengons avec quelques remarques de calcul matriciel sous de telles hypothéses. Sur des modules
libres de type fini, une application linéaire peut étre représentée par une matrice dans des bases dans
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Iespace d’arrivée et de départ. On peut aussi définir des matrices de changement de base, de la méme
facon qu’en algébre vectorielle. Ces matrices sont toujours inversibles et on dispose des mémes formules
de changement de base. En outre, la matrice d’'une application linéaire est inversible si et seulement si
c’est un isomorphisme.

On peut définir aussi la notion de rang d’une application linéaire ou d’une matrice (comme rang de
I’image par cette application linéaire ou par cette matrice comme sous-module d’un module libre de type
fini, comme nous ’assure la proposition B.2.8). Les propriétés de ’algébre vectorielle restent encore une
fois valables (invarance par changement de base notamment et équivalence entre l'inversibilité et 1’égalité
entre le rang et la taille d’une matrice carré).

Les propriétés du déterminant sur des matrices carrées restent aussi invariantes et termes de calculs
issus de la multilinéarité. Notons cependant qu’une matrice M € M, (A) n’est inversible que lorsque
son déterminant est dans le groupe des inversibles de A. On peut par ailleurs prouver le théoréme de
Cayley-Hamilton.

Indiquons aussi que 1'on peut faire les mémes opérations élémentaires sur les matrices qu’en algébre
linéaire classique (échanges de lignes et de colonnes, addition d’une ligne ou d’une colonne & une autre
ligne ou colonne multipliée par un scalaire) sans chager le rang, car ceci revient & multiplier la matrice
sur laquelle on travaille par des matrices de déterminant 1. Ceci nous permettra d’obtenir le résultat
suivant :

Proposition B.2.11 (forme normale de Smith). Toute matrice M € M, ., (A) est équivalente a une
matrice de M, ,(A), contenant un bloc diagonal Diag(di,--- ,d,) en haut & gauche et des 0 partout
ailleurs, ot r est le rang de M et dq,--- ,d, € A\ {0} vérifient :

d1||dr

Démonstration. On prouve ce résultat par récurrence sur max(n, m), la taille de la matrice.

Initialisation : Si M € M, ,,(A) vérifie max(n,m) =1 alors n = m = 1 et la matrice est déja sous
forme de Smith.

Hérédité : Soit M € M, ,,,(A) avec max(n, m) > 2. Supposons le résultat aux rangs 1, - - - , max(n, m)—
1. On commence par mettre la premiére ligne de M sous la forme (d 0 --- 0) en effectuant
des opérations élémentaires. On élimine les derniers M; ; par récurrence finie descendante. Soit
j€{2,---,m}. Supposons que M j41 = --- = My, = 0. Distinguons alors deux cas :

Premier cas : Si M; ; ; divise M, ; alors on fait 'opération élémentaire C; +— C— 3;—-C; 1

1,7—1
(sauf dans le cas ot M; j_1 = 0 ot l'on n’a rien a faire). ’

Deuxiéme cas : Supposons que M; j_; ne divise pas M; ;. A étant principal, on peut définir le
pged de toute paire d’éléments de A a multiplication par un inversible prés (comme générateur
de I'idéal somme de la paire de ces deux éléments). Soit donc d un pged de My j_1 et M ;.
On dispose alors de u,v € A tels que uM; ;1 + vM; ;j = d (ceci résultant directement de la
définition du pged). Soient a,b € A tels que M; ;1 = ad et My ; = bd. Alors ua +vb =1 (en
simplifiant par d, ce qui est possible car A est intégre et commutatif) et M; ;_1b = adb = aM ;.

Ainsi, la matrice :
. u  —b
D1ag(<v “ )71,---71)

est de déterminant 1 donc inversible. Donc en multipliant M par S, on obtient que M est
équivalente a une matrice dont les deux premiers coefficients de la premiére ligne s’écrivent :

(Mi,j-1 Ml,j)( " _ab ) =(d 0)

v

Ceci termine la démonstration dans le cas n = 1. Sinon, on peut de maniére analogue, annuler
tous les coeflicients M; ; pour ¢ > 2 de M en multipliant M & gauche par des matrices inversibles.
On obtient alors que M est équivalente a une matrice de la forme :

, [ d 0>
we=(g 0

avec d € A et M; € M,_1,m—1(A). Par hypothése de récurrence, on dispose alors de P; €
GL,_1(A), de Q1 € GL,,_1(A) et de Dy contenant un bloc diagonal Diag(ds,--- ,d,) en haut
a gauche avec da| - - - |d,, telles que M7 = P1D1Q;. On pose alors :

Pl ) o=l )« 2=(0 5,)
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qui vérifient M’ = PDQ avec P et @ inversibles (car de méme déterminant que Py et () respecti-
vement). Si d|dy on a terminé (r étant bien le rang de M car celui-ci est invariant par équivalence).

Dans le cas contraire, on fait L1 <— Lj + Lo sur la matrice D et on considére d’, un pged de d et
da, u,v € A tels que ud +vds = d’ et a,b € A tels que d = ad’ et dy = bd'. Alors :

Diag(( z ;b ),1,--~ ,1)

est inversible et en multipliant D par cette matrice, on obtient comme bloc 2 x 2 en haut & gauche :
(d dg)(u—b)_(d’ O)
0 do v oa /) \ dw daa
dz’U

sans changer les autres coefficients de D. Comme, d’'|d3, on fait alors Ly +— Lo — o L1, pour
transformer ce bloc en :
(0 )
0 dg&

Si doalds c’est terminé. Sinon on est ramené au méme probléme que précédement et on peut
procéder par récursivement sur 'indice ¢ € {2,--- ,r} problématique. D’ou l'itération et le résultat.

O

Corollaire B.2.12 (théoréme de la base adaptée). Si M est un A-module libre de type fini et si est un
sous-module de M alors il existe une base (eq,- - ,e,) de M et des scalaires dy,--- ,d,. € A\ {0} tels que
dq|---|d, et (dreq, - ,dre,) soit une base de .

Démonstration. est un sous-module du module libre de type fini Ml donc la proposition B.2.8 assure que
est libre de rang r < rg(M) := n et on dispose donc d’une base (f1,--- , fr-) de . Considérons 'application
A-linéaire : ,
fila,---,a,) €A — > a;f;i €M
i=1
Son image est exactemnt , donc elle est de rang r et d’aprés la proposition B.2.11, il existe une base de
B de A" et une base de € := (e1,--- ,e,) de M telles que :

d - 0 0 --- 0

Mat&g(f) = .

0 - d. 0 -+ 0
avec dy,--- ,d,. € A\ {0} tels que dy|---|d,. (dye1,--- ,d.e,) est alors une famille génératrice de I'image
de f, donc de et cette famille est libre par liberté de (eq,--- ,e,) et intégrité de A. Donc c’est une base
de . O

Théoréme B.2.13 (structure des modules de type fini). Si M est un A-module de type fini alors il existe
des entiers naturels r et q et des scalaires dy,--- ,d, € A\{0} non inversibles tels que d1| - - - |d, vérifiant :

M~ AT X A/diA X - x A/d,.A
Démonstration. M étant de type fini, on dispose de z1,--- ,z, € M engendrant M. Considérons ’appli-
cation A-linéaire :

fi(alv"'7an)€A"'—>Zaimi6M

=1

Soit L := ker(f). Alors L est un sous-module du module libre de type fini A™. Donc d’apreés le théoréme

de la base adaptée, on dispose d’une base (e, - ,e,) de A" et de dy, -+ ,d, € A\ {0} tels que dy|---|d,
et que (dyeq,- - ,d,e,) soit une base de L.
En outre, f étant surjective, le lemme précédent assure que M ~ A"/. Posons ¢ := n — r. Pour

terminer la preuve, il reste & montrer que :
A"/ =~ AT x A/d1A x -~ x AJd A

Pour cela, on considére 'application A-linéaire :

T q
g:(ar, -+ ag by, b) €AY X AJdA X - x Afde A — Y aieqyi+ > bie; € A" /L

i=1 i=1
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g est bien définie et surjective. En effet, si © € A™, on peut décomposer = dans (e1,- -+ ,e,) :

n
T = E Ti€4
i=1

avec 1, - ,&, € A. En notant pour tout ¢ € {1,---,7}, b; la classe de x; modulo d;, et en posant
aj = x,4; pour tout j € {1,---, ¢}, on obtient que :

r q
Ti=) aiegi+ Y bie; =glay, -+ ag by, ,by)
i=1 i=1

g est de plus injective car si (a1, -+ ,aq, b1, ,b,) € AT X AJd1A x -+ x A/d, A vérifie :

r q
Z QiCq4i + Z biei =0
i=1 i=1

alors pour tout i € {1,---,q}, il existe b; un représentant de b; dans A/d;A, tel que :

T q
E A;€q+4iq + Z biei =0
i=1 i=1

Donc par liberté de (e1,--- ,ep), tous les a; et tous les b; (donc tous les b;) sont nuls. Ainsi, g est
I'isomorphisme cherché entre A"/ et A? x A/d1A x -+ x A/d,A.

Si I'un des d; est inversible alors A/d;A ~ {0} donc on peut supposer que tous les d; sont non
inversibles quitte & retirer les facteurs triviaux inutiles dans le produit direct précédent. Ceci termine la
preuve. [

Rappellons que si (G, +) est un groupe abélien, alors G est un Z-module. Donc si G est de type fini,
le théoréme précédent s’applique et on obtient que :

GrRZIXZ/MWZL X - xL]dZL

avec dq, -+ ,d, > 2 tels que dq|---|d,. L’isomorphisme ayant lieu en tant que Z-modules (donc en tant
que groupes additifs). Si G est de plus fini, alors ¢ = 0 (sinon Z se plongerait dans G) et 'on peut
décomposer les d; en facteurs premiers et appliquer le théoréme des restes chinois pour obtenir le résultat
suivant :

Corollaire B.2.14 (théoréme de structure des groupes abéliens finis). Soit G un groupe abélien fini. Alors
il existe des nombres premiers distincts deux & deux py,--- ,pr, des entiers naturels non nuls aq,-- - , .,
Ny, , Ny tels que :

G~ (Z/p* )™ x - x (Z/pr Z)™

En fait, cette décomposition est unique & 'ordre des facteurs prés, car 'unicité est vraie aussi pour
les modules, la base adaptée et la forme de Smith. Cepedant, 'unicité n’est pas utilisée dans ce rapport.
C’est pourquoi nous ne ’avons pas prouvée.
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C Preuves et compléments de la section 2.

C.1 Généralités sur les corps valués.
C.1.1 Corps valués.

Lemme C.1.1 (topologie ultramétrique). (lemme 2.1.4) On suppose ici que |.| est ultramétrique. Alors :

(1). Si, z,y € K vérifient |x| # |y| alors |x +y| = max(|z|, |y|). En conséquence, siv est associée a |.|
et si x,y € K vérifient v(x) # v(y) alors v(x + y) = min(v(x),v(y)).

(ii). Sixo € K et r > 0 alors pour tout x € B(xo,r), B(x,r) = B(xg,r). Autrement dit, tout point
d’une boule est au centre de ladite boule.

(iii). Deuz boules de K sont soit disjointes soit contenues l'une dans l'autre.
(iv). Les boules de K sont a la fois ouvertes et fermées.

(v). Les composantes connexes de K sont des singletons. On dira alors que la topologie de K est
complétement discontinue.

Démonstration. (i). Quitte a échanger les roles de x et de y (parfaitement symétriques), on peut sup-
poser que |z| > |y|. On a alors, comme |.| est ultramétrique :

|+ y| < max(|z], |y[) = |«]
Donc max(|y|, |z + y|) < |z|. Mais :
|z = [(z +y) — y| < max(ly|, [z +y])

Donc |z| = max(|y|, |z + y|). Or, |y| < |z| donc nécessairement |z| = max(|y|, | + y|) = |z + y|. Ainsi,
|z +y| = |2| = max(|z], [y]).
(ii). Soient xg,z € K et 7 > 0 tels que x € B(zo,r). Alors |x —xo| <rsiy € B(z,r),onaly—z| <r
et donc :
ly — 2ol < max(|y — x|, [x — xof) <7

de sorte que y € B(wxg,r). Ainsi, B(xg,7) C B(x,r) et comme zy € B(x,r), on peut appliquer le
raisonnement précédent pour obtenir ’inclusion réciproque.

(iii). Soient By := B(x1,71) et Bg := B(x2,73) deux boules de K. Alors si B1 N By # @), on peut prendre
x € By N By, qui vérifie d’apreés le point preédédent B(z,r1) = By et B(x,7m3) = Bs. Done si r1 < 79,
Bi C By et siry > ry alors By C Bj.

(iv). Soit B := B(z,r) une boule ouverte de K. Elle est clairement ouverte. En outre, si y € K\ B
alors B(y,r) n’est pas incluse dans B et B n’est pas incluse dans B(z,r) non plus donc B(y,r) C K\ B
d’apres le point précédent. Donc K\ B est ouvert et ainsi B est fermée.

Le point (i1). étant aussi valable pour les boules fermées en vertu d’un raisonnement strictement analogue,
on en déduit que toute boule fermée est ouverte.

(v). Soit C un connexe de K. Supposons par ’absurde que C' contienne deux éléments distincts z et y.
Alors B:= B (x, L?") contient z et ne contient pas y donc BNC, (K\ B)NC # § et le point précédent
assure que ces deux ensembles sont des ouverts de C, ce qui contredit la connexité de C.

O

C.1.2 Anneau de valuation discréte

Proposition C.1.2. (3). Soit K est un corps muni valuation discréte v. Alors Ok, est un anneau de
valuation discréte et K est son corps de fractions.

(ii). Soient A est un anneau de valuation discréte et K son corps de fractions. Alors A n’admet qu’un
seul élément irréductible v a multiplication par un inversible prés. Tout élément x de A* s’écrit alors
de fagon unique x = ur® avec u inversible dans A et k € N. On pose alors v(z) := k et v(0) = +o0.
On étend facilement v a K en posant v(y) = v(a) — v(b) pour tout y € K, (a,b) € A x A* étant un
représentant fractionnaire de y. Cette définition est indépendante du représentant choisi, et on obtient
ainst une valuation discréte sur K. Pour cette valuation, A = Ok, et l'unique idéal premier de A est
MK,’U =rA.

Démonstration. (i). Supposons que K soit un corps muni d’une valuation discréte v. Alors v(K*) est un
sous-groupe monogeéne de (R, +) donc on dispose de r € K* tel que v(r) soit un générateur strictement
positif de v(K*).
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ZEfg |z € ]} et xg réalisant ce minimum. Alors

Soit I un idéal non nul de Ok ,. Soient ky := min {

on peut écrire zo := ugr*® avec v(ug) = 0 donc g inversible dans Ok v, d’aprés une remarque faite plus
haut. Donc 7% = u~1lxq € I, puis r* Oy , € I. Réciprquement, si z € I'\ {0}, on peut écrire v(x) = kv(r)

avec k > ko et on a alors @ = ur® = wrF~Forko avec u inversible dans Ok .y, donc z € rkUOKyv. Ainsi,

I =rko Ok v-

Ceci est en particulier vrai pour I = Mg, (on a alors kg = 1). Le seul idéal plus grand que Mx ,
pour l'inclusion est donc Ok ,. Ainsi, Mk, est un idéal maximal donc premier de Ok ,. Il est par ailleurs
clair que c’est le seul idéal premier. En effet, si I est un autre idéal de Ok, alors il est soit Ok, soit de
la forme 7*Ox , pour k > 2, de sorte que les 7r¥~1 = 0 dans Ok ,/I avec 7,75=1 # 0. Ainsi, Ok, est un
anneau de valuation discréte.

Il reste a vérifier que K est le corps des fractions de Ok ,. K contient clairement le corps des fractions
de Ok . Réciproquement, si x € K\ Ok, alors v(z) < 0 donc on peut écrire v(x) = —kv(r) avec k € N*.
On a alors = % avec u € U(Ok,v). Ceci prouve que K est bien le corps des fractions de O .

(ii). Soit My I'unique idéal maximal de A. Comme A est principal, My admet un générateur r € A qui
est irréductible (un idéal maximal étant toujours premier). Si s € A est un autre irréductible alors sA
est premier donc sA = rA et ainsi, s = ur et r = u’s avec u,u’ € A*. Donc s = wu’s puis uu’ = 1 par
intégrité de A donc u est inversible dans A. Donc r est bien 'unique irréductible & multiplication par un
inversible pres.

Comme A est principal, il est factoriel donc on peut écrire tout élément x de A de fagon unique sous
la forme x = ur® avec u € U(A) et k € N. En définissant la valuation v comme dans I’énoncé de la
proposition, on obtient alors le reste des résultats attendus en vertu du point (7). (étant bien entendu que
A = Ok, pour la valuation ainsi définie).

O

Pour plus de précisions sur ce qui suit, on renvoit & ’annexe B donnant des compléments d’arithmé-
tique sur les anneaux (anneaux néothériens, factoriels... etc).

Proposition C.1.3 (Caractérisation des anneaux de valuation discréte.). Soit A un anneau commutatif.
A est un anneau de valuation discréte si et seulement si c’est un anneau local (qui posséde un unique
idéal maximal) noetherien dont l’idéal mazximal est engendré par un élément non nilpotent.

Démonstration. Le sens direct étant immédiat, on ne s’intéresse qu’a la réciproque : soit A un anneau
commutatif local noetherien dont 'idéal maximal est engendré par r € A non nilpotent. Soit I un idéal
de A. Montrons dans un premier temps que I'une des deux propriétés est vérifiée :

— I=A

— I CrA.
En effet, si I # A, soit I est maximal et I = rA par unicité, soit I n’est pas maximal est il existe I; un
idéal de A tel que I C I; # A. Supposons I ¢ rA. Soit n > 1. On suppose qu'il existe (I;)1<i<n tel que
I1¢hL &¢I, # A Comme I ¢ rA, I, n’est pas maximal donc il existe I,,+1 un idéal distinct de
A qui le contient. On peut donc construire une suite strictement croissante d’idéaux, ce qui contredit le
caractére noetherien de A.

Dans un deuxiéme temps, montrons que I est de la forme r"A. De nouveau, raisonnons par ’absurde :
I C rA donc on peut poser I} = %I , vérifier qu’il s’agit d’un idéal de A et construire une suite d’idéaux
strictement croissante telle que I = r™I,. En effet, comme I n’est pas de la forme ™A, aucun de ces
idéaux n’est maximal ou égal & A ce qui permet de construire cette suite par récurrence.

Nous avons donc montré que I est principal. De plus I est local et r n’est pas nilpotent donc on déduit
du théoréme fondamental de I'arithmétique que A est intégre. Cela achéve la démonstration : un anneau
commutatif local noetherien dont ’idéal maximal est engendré par un élément non nilpotent est bien un
anneau de valuation discrete. O

Définition C.1.4. Un annneau A est dit intégralement clos dans un anneau B contenant A si toute
racine d’un polynome unitaire de A[X] contenue dans B est en fait un élément de A. Si A est intégre, on
dit simplement qu’il est intégralement clos lorsqu’il est intégralement clos dans son corps de fractions.

Théoréme C.1.5 (Caractérisation des anneaux de valuation discréte). Soit A un anneau commutatif
intégre noetherien. A est un anneau de valuation discréte si et seulement s’il vérifie les deux propriétés
suivantes :

(i). A est intégralement clos.

(ii). A posséde un unique idéal premier non nul.
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Démonstration. Un anneau de valuation A respecte bien évidemment (ii). Soit de plus x € K et P =
a; X" € A[X]. Six € A, v(z) < 0 donc v(z") = nv(z) < v(ag) + kv(z) = v(arx®) pour tout k < n.
i=0

]5’aprés le lemme 2.1.4 (point (7).), v(P(z)) = v(2™) < 0 donc P(x) € A puis P(x) # 0. Cela montre que
A est intégralement clos.

Réciproquement, si A est un anneau commutatif intégre et noethérien qui vérifie (i) et (ii), on va
montrer que A est un anneau de valuation discréte. Pour cela, il suffit de montrer que A est principal.
Comme A est déja noethérien et local, il suffit de montrer que son idéal maximal m est principal. Pour cela,
nous faisons appel a un résultat d’algébre : dans un anneau local, tout idéal inversible est principal. De
plus, il est également connu que I'inverse d’un idéal (ici m), quand il existe, est donné par la construction
suivante :

m' ={x € K/xm C A}

11 suffit donc de montrer que m’ est bien I'inverse de m - m’ est un sous-A-module de K qui contient A

et, par construction, m - m’ C A donc c’est un idéal de A. Or A C m’ donc m C m - m’. Par maximalité

dem,m-m'=moum-m' =A.

Commengons par montrer le fameux résultat d’algebre : si m-m’ = A, m est principal. Par définition,

n

sim-m/ = A, il existe n € N et (z;,9i)o<i<n € m x m' tel que Y z;y; = 1. Comme m - m’ C A, chaque
i=0

x;y; est dans A mais comme m # A, au moins un (mettons xy) n’est pas dans m. m étant 1'idéal maximal

de A, zy est un inversible de A, d’inverse u € A. Alors il existe y € m’ et 2’ = ux € A tel que Ya € m,

a = 2'(ay) ol ay € A par définition de m’. Ainsi m = 2’A donc m est principal.

Montrons ensuite que m-m’ = A. Pour cela, il suffit de montrer que m-m’ # m. Pour cela, remarquons
que si m-m’ = m, alors m’ = A.

On suppose m - m’ = m et on se munit de z € m'. Une récurrence immédiate montre que Vn € N,
x™m C m puis, par définition : 2 € m/. Pour n € N, on note a,, le sous-A-module de K engendré par les
(x")o<i<n alors les (a,)nen forment une suite croissante de A-module de m’. Comme A est noetherien,
cette suite est stationnaire donc, pour n assez grand, on peut écrire 2" € a, C a,—1 donc z" est
combinaison linéaire sur A des (mi)0§i<n donc x est entier sur A. Comme A est intégralement clos,
cela montre x € A puis m’ C A.

Enfin, Jean Pierre Serre fournit la démonstration suivante : si A posséde un unique idéal premier non
nul, m’ # A, ce qui achéve la démonstration.

Soit z un élément non nul de m et A, 'anneau des fractions de la forme m’,’n oip € Aetn € N.
Supposons que A, n’est pas un coprs. Alors il contient un idéal maximal non nul P. Comme z est
inversible dans A,, ¢ P donc P(A # m. Soit alors £ un élément non nul de P. p € P A donc
P A # {0}. On a donc construit un idéal premier non nul de A différent de m, ce qui est absurde! On
en déduit que A, est un corps. Or A C A, C K donc A, =K, le plus petit surcorps de A.

Ainsi, pour 7 un élément non nul de m, il existe n € N et p € A tels que % = £ soit 2™ = y1 € TA.
Cela étant vrai pour tout x € m, on peut se donner une famille (z;)o<;<x génératrice de m (finie car A
est noetherien) et n assez grand pour que z' € TA pour tout i. Pour tout N > k(n — 1), m" C 7A car
tout monome en les (x;) de degré supérieur & N contient au moins un facteur en z' € 7A. On choisit NV
le plus petit entier tel que m” C 7A. Soit alors y € m™ 1 tel que y € TA. Par construction, ym € TA

donc par définition, £ € m’. On a bien m’ # A. O

C.1.3 Corps locaux et complétion.

Lemme C.1.6 (convergence des suites de C(K)). (1). Si (an)nen € C(K) alors (Jan|)nen converge
dans R.

(ii). Si |.| est ultramétrique alors toute suite de C(K) \ O(K) est de norme constante & partir d’un
certain rang.

(iii). Si (an)nen, (bn)nen € C(K) et si (an — bp)nen € 0(K) alors nETw|a"| = nll)rfoo|bn|

Démonstration. (i). Remarquons que par inégalité triangulaire on a ||ay| — |am|| < |an — am| pour tous
n,m € N, ce qui donne immédiatement que (|a,|)nen est de Cauchy dans R donc convergente.

(ii). Soit (an)nen € C(K)\ 0(K). On sait alors par le point précédent que (|an|)nen converge vers £ > 0.
On dispose donc de Ny € N tel que pour tout n > Ny, |a,| > % Et comme (a,)nen est de Cauchy, on
dispose de N; € N tel que pour tous m > n > Ny, |a, —am| < g. Mais alors en posant N := max(Np, N1),
on obtient que pour tout n > N, |ay — an| < min(|ay|, |lan]|) et donc que |a,| = |ay| (sinon, |.| étant
ultramétrique, on aurait d’aprés le lemme 2.1.4 |ay — a,| = max(|a,|, |an|) > min(|a,]|, |an])).
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(iii). Leslimites lim |a,|et lim |b,| existent par le point (7). et sont égales car ||a,|—|bn|| < |an—0bn|
n—-+oo n—-+oo

pour tout n € N et que |a,, — by, = 0.
n—-+0oo

O

Proposition C.1.7. C(K) est un anneau commutatif pour les lois + et x dérivées de K et 0(K) en est
un tdéal mazimal.

Démonstration. Le fait que les lois + et X respectent les axiomes d’un anneau commutatif (associativité,
commutativité, distributivité, éléments neutres) est clair. La difficulté consiste & montrer que ces lois sont
bien des lois de composition internes. Il est immédiat qu'une somme de suites de Cauchy est de Cauchy.
En revanche, pour le produit de deux suites de Cauchy (an)nen €t (bn)nen, il suffit de remarquer que
pour tous n,m € N :

|anbn - ambm| = |an(bn - bm) - (am - CLn)bm| S |an||bn - bm| + |am - an|‘bm|

Ce qui permet de conclure que (apb,)neny € C(K) car une suite de Cauchy est toujours bornée (ce qui
s’obtient comme conséquence du point (7). du lemme précédent). Donc C(K) est un anneau commutatif.

0(K) contient la suite nulle (neutre additif), est stable par somme et par produit par tout élément de
C(K) car le produit d’une suite bornée par une suite convergente vers 0 converge vers 0. Ainsi, 0(K) en
est un idéal de C(K).

Montrons enfin que 0(K) est maximal. Soient @ € C(K)/0(K) \ 0 et a := (an)neny € C(K) \ 0(K) un
représentant de @. Alors d’aprés le point (). du lemme précédent, (Jay|)nen converge vers £ > 0 donc on
dispose de N € N tel que pour tout n > N, |a,| > % On pose alors pour tout n € N :

b '_{ 0 sin<N
ne ai sin>N

On a alors pour tous n,m > N :

|am — an| _ 4|am — ay]
|bn_bm|: m n < mg2 n

|anam‘

et il est alors clair que (b, )nen € C(K). En outre, pour tout n > N, a,b,—1 = 0 donc (a,b,—1)nen € 0(K),
et donc @b = 1 dans C(K)/0(K), ce qui prouve que @ est inversible. Donc C(K)/0(K) est bien un corps et
0(K) un idéal maximal de C(K). O

Théoréme C.1.8. (K, l.]) est un surcorps normé complet de K et K est dense dans K. Pour cette raison,
K est appelé complété de K.

Démonstration. Par abus, on peut considérer K comme un surcorps de K en l'identifiant avec les classes
d’équivalence des suites constantes.

On commence par montrer que K est dense dans K. Soient @ un élément de K et (an)nen € C(K) un
représentant de a. Alors pour tout n € N :

@ —a,| = lUm |am, —ay| < suplay, — ay|
m——+00 m>n

Et sup |a,, — an| — 0 car (ap)nen est de Cauchy, de sorte que a,, — @ dans K. D’oil la densité de
m>n — 400 n—-+oo
K dans K.
Ce raisonnement permet aussi de montrer que toute suite de Cauchy de K converge dans K car si
(an)nen en est une, alors on a vu L qu’elle convergeait vers sa réduction modulo 0(K), @, dans K.
On en déduit ﬁnalement que K est complet. En effet, si (@,)nen est une suite de Cauchy de K alors

par densité de K dans ]K, on dispose pour tout n € N de b, € K tel que |a, — b,| < 27™. On obtient alors
que (b, )nen est de Cauchy dans K car si e > 0 alors on dispose de N € N tel que pour tous m >n > N :

_ _ 3
|an*am| S 5

n(4
Et donc pour tous m > n > max (N7 [%W) :

by — by | < |byy — @ |+ Gy — Ty |+ [Ty — | < = +277 427" < £
2

Donc (b, )nen converge vers b dans K et (@n)nen aussi puisque |Gy, — by, | —+> 0. D’ou la complétude de
n——+00

K. O

74



C.2 Le lemme de Hensel et ses applications au relévement de racines et de
facteurs polynomiaux.

Théoréme C.2.1 (Hensel). Soient (K,v) un corps valué complet et P € Ok ,[X]. On suppose qu’il existe

z € Ok, tel que |P(x)| < |P'(z)|?. Alors il existe & € Ok ,, une racine de P telle que |z —&| < ‘}1;/((9;) <

|P'(z)|. C’est par ailleurs la seule racine de P contenue dans B(z,|P'(x)]).

Démonstration. Ce théoréme repose sur la méthode de Newton pour approcher les zéros d’une fonction.
On pose x := x et pour tout n € N :

Tp4l = T —

|P ()]

Posons a := ‘W et montrons par récurrence forte sur n € N le résultat suivant :

H,, : x,41 est bien défini et dans Ok ,, \P’(xn_:ll)| = |P'(2)|, |Zns1 — n| < a®"|P'(x)] et
|P(zn41)] < @ [P/ (2).

Initialisation : Par hypothése |P’(x)|> > |P(z)| > 0 donc P’(z) # 0 et ainsi, z; est bien défini. En
outre :

P(z)
o1~ 20l = | | = lP'@)
Or, a = “1‘3}?((;"”2 < 1 par hypothése et P'(z) € Ok, car P € Og[X] et z € Ok, donc v(P'(z)) > 0

et |P'(z)| < 1, puis |z1 — zo] < 1, donc v(x1 — x0) > 0 et ainsi, z1 — z9 € Ok, le. 1 € Ok, (car
Tog=1x € OK,U).
Pour montrer les deux résultats qu’il reste & vérifier, on prouve le lemme suivant :

Lemme C.2.2. Si P € Ok ,[X] alors pour tout k € N Lpk) ¢ Ok [ X].

) Rl
Démonstration. Par linéarité, il suffit de vérifier que ceci est vrai pour les monémes. Soient k,[ € N. Alors
on sait que :
)Y 1 g
7l = i X S OK’U[X]
D’ou le résultat. O

La formule de Taylor-Young appliquée & P’ nous assure alors l'existence de d € Ok, (de sorte que
|d| < 1) tel que :
P/(xl) = P/(.Z'o) + (371 - J?o)d

Ainsi :
|P'(x1) — P'(x0)| = |d|x1 — 20| < |21 — 20| = al P’ (20)] < |P'(0)|

Donc comme |.| est ultramétrique et que |P'(x1) — P'(z0)| # |P'(x0)], le lemme 2.1.4 assure que :
[P’ (1) = [(P'(21) = P'(20)) + P'(x0)| = max(|P'(z1) — P'(x0)], |P'(x0)]) = [P (w0)]
Enfin, le lemme précédent appliqué a P assure lexistence de ¢ € Ok, (de sorte que |¢] < 1) tel que :
P(21) = P(x0) + (1 — 20) P (20) + (z1 — x0)%c
Or, P(x0) + (x1 — zo)P’(x0) = 0 par définition de x; donc :

|P(1)] < |z1 — zo[*|c| < |21 — o|* = a®|P'(x)]?

D’ou Hy.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons Hy,--- , H,—1. Alors par H,_1, P'(x,) # 0 donc x4 est bien
défini et : o
P P n|P n
(@) || Pla) | o IP@F _ e _
Pl | P2 =" PP

De sorte que x,41 € Ok, en vertu d’un raisonnement déja vu a l'initialisation. Les autres résultats
s’obtiennent ensuite par les mémes calculs que ceux de l'initialisation en utilisant 'hypothése H,_1. D’ou
H,,, l'itération et le résultat.
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D’aprés ce que nous venons de prouver, nous avons donc, vu que a < 1, P(z,) — 0Oet:
n—-+oo

m m—1 “+o0
Vm>neN, |tm—aa <Y |re—ail = Y o [P'(2) < Y ¥ |P(2)

k=n

avec 3420 a 2* Nl 0 vu que Y ;5 a®" converge (car @ < 1). Donc (zy)nen est de Cauchy dans K qui

est complet donc elle converge vers un certain { € K. Or, Ok, = Bf(0, 1) est fermé donc £ € Ok .
En outre, il est facile de vérifier que les polynémes sont des fonctions continues de K dans lui-méme
(ceci s’obtient par les mémes arguments que dans le cas réel), donc P(z,,) - P(§) et ainsi P(€) = 0.
n—-+oo

P’ est de méme continue et ainsi |P'(z)| = |P'(z,)| " |P'(£)| et done |P'(£)| = |P'(x)].
n—-+0o0

Puis, comme |.| est ultramétrique, on a pour tout n € N :

E T4+1 — Ik
k=0

*l‘|
0<k<n

< max |xk+1 — x| = a|P'(z)] = ‘

Donc n — 400 donne que |[§ — z| < '11;/((”;))’ < |P'(z)].

Si ¢ € K est une autre racine de P dans B(z, |P’(x)|) alors d’aprés le point (i7). du lemme 2.1.4,
B(¢,|P'(z)]) = Bz, |P'(x)]) et donc & € B(¢, |P'(x)]). On peut donc écrire ¢ = £+h avec h € K vérifiant
|h| < |P'(x)| avec P'(z) € Ok, donc |P'(z)| < 1. Donc |h| < 1, puis h € Ok, et ( € Ok, 1l s’ensuit
avec le lemme précédent que :

0= P(¢) = P(&) + hP'(&) + h®s = h(P'(z) + hs)

avec s € Ok, donc |s| < 1. Avec |hs| < |h| < |P'(x)| donc P’(x) + hs # 0 et donc h = 0 par intégrité de
K. Ainsi, ¢ = £. D’ou le résultat. O

Travaillons maintenant pour relever des facteurs polynomiaux. On commence pour cela par rappeler
la définition ainsi qu’une propriété du résultant.

Définition C.2.3. Soient P,Q € K[X] de degrés respectifs deg(P) < n et deg(Q) < m. On définit :
(I)P,Q : (U, V) S Km_l[X} X Kn_l[X] — UP + QV S Kn+m_1[X]

On appelle résultant (m,n) de P et Q et on note Res,, ,(P,Q) le déterminant de ®p g dans les bases
canoniques ((Xk,Xl))ogkgm—l,oglgn—l de K1 [X] x Kp,—1[X] et (Xk)0§k§n+m_1 de Kypm—1[X].

Proposition C.2.4. Si (P, Q) € K, [X]|xK,,[X] alors Resy (P, Q) = 0 si et seulement si deg(P) < n—1
et deg(Q) <m —1 ou deg(P N Q) > 1.

Théoréme C.2.5 (Hensel version forte). Supposons que (K,v) soit un corps valué complet. Soient
P,Q,R € Ok [X] et C >0 tels que :

(1). deg(Q) < n, deg(R) <m et deg(P —QR) <n+m—1.

(ii). vg(P — QR) > C + 2v(Resm n(Q, R)).
Alors il existe Q,R € Ok [ X] tels que :

(i). P =QR.

(ii). deg(Q — Q) <n—1 et deg(R— R) <m — 1.

(iii). vo(Q — Q) > C + v(Resmn(Q, R)) et va(R — R) > C + v(Respmn(Q, R)).

Démonstration. Commengons par associer une norme a vg en posant |S| := a¥¢%) pour tout S € K[X]
(pour un certaint a €]0, 1]).

Si Resp, n (@, R) = 0 alors 'hypothése (i7). assure que P = QR et le résultat est immeédiat. Supposons
donc que Res;, »(Q, R) # 0. Nous allons alors tenter de transformer le probléme pour nous ramener &
I’application du théoréme de point fixe de Banach. R ~

En effet, le point (i7). du résultat & prouver impose que V := Q — Q € K,,_1[X] et U ;= R—R €
K,,—1[X]. Ainsi, comme Res;, ,(Q, R) # 0, ®p g est inversible et (7). est vérifié si et seulement si :

(Q+V)R+U)=P<+<= QU+RV=P-QR-UV < (U,V) =<I>1§’1Q(P—QR—UV)
On cherche donc un point fixe de 'application :

U (U, V) € Kot [X] X Kyt [X] = @55(P — QR — UV) € Ky [X] x Kyy—1[X]
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dans la boule fermée de K,,,—1[X] x K,,_1[X] munie de la norme produit des normes associées a vg sur
Ki—1[X] et K1 [X] -

B::BfOLJ”“R%W“QRD):{QLV)eKm_ﬂdeg_ﬂXHnmﬁwﬂULwﬂV”23C+MR%mm@LR»}

Comme (K,v) est complet alors K,,_1[X] et K,_1[X] sont complets (voir remarque ci-dessus) donc
Kpn—1[X] x K,,—1[X] est complet. B étant un fermé d’un espace de Banach, c’est aussi un espace de
banach donc il suffit donc de vérifier que ¥ est contractante pour appliquer le théoréme du point fixe de
Banach.

Soit (U,V) € B. Alors :

va(P— QR —UV) > min(vg(P — QR),va(UV)) > min(C + 2v(Resy,»(Q, R)), 2C 4 2v(Res;, n(Q, R)))
>C+2v (Resm,n(Q7 R))

Soient @1, ¥y et @9, Wy les projetés de O, 1Q et U sur K,,,_1[X] x {0} et {0} x K,_1[X] respec-
tivement. Comme P et @) sont a coeflicients dans Ok ., la matrice canoniquement associée & ®p g
est a coeflicients dans Ok, et la formule d’inversion d’une matrice & I’aide de ses cofacteurs assure

alors que la matrice canoniquement associée & (I>}Z1Q est a coefficients dans WOKW' Ainsi,
b m,b ’

min(vg(®1(5)), va(P2(5))) > va(S) — v(Resm o (Q, R)) pour tout S € K4 p,—1[X]. Ainsi :
min(vg(®1(P — QR —UV)),vg(P2(P — QR —-UV))) > C + v(Resmn(Q, R))

Et donc ® est définie de B dans elle méme.
Soient (U, V), (U’, V') € B. Alors :

va(P1 (U, V) — (U, V")) = va(Pp (UV U'V") >va(UV —=UV'") — v(Respmn(Q, R))
= Ug(U(V -V’ ) + V(U -U")) — v(Resmn(Q, R))
> min(vg(U(V = V")), v6(V'(U = U"))) — v(Resm,n(Q, R))
(va(U) +va(V = V'),v6(V') +v6(U - U")) — v(Resy,n(Q, R))
> min(vg(U),va (V') + min(va(V = V'), va(U — U")) — v(Resm.n(Q, R))
> C +min(vg(V — V'), va(U - U"))

= min

)

Et de méme pour V5. Donc :

|U(U, V) —-w (U, V)| = max(avc(qh(U-,V)f<1>1(U’,V’)), avc(<1>z(U>V)f<I>2(U',V’))) < ac\(U, V) — (U, V")
<|(U,V) = (U, V)]

Et U est bien contractante. D’ou le résultat. O

Apres ces quelques préliminaires, on peut prouver un résultat qui découle du lemme de Hensel et qui
dit en substance que si 'on dispose d’une "presque factorisation” d’un polynéme de Ok ,[X] alors on
dispose effectivement d’une factoristion dans Ok ,[X], qui n’est pas trop loin de la factorisation initiale.

On peut illustrer une application de ce lemme technique avec le relévement de facteurs polynomiaux.
Corollaire C.2.6. Soient P,Q, R € Ok ,[X] tels que :

(). Q est unitaire de degré n.

(ii). deg(R) <m et deg(P — QR) <n+m — 1.

(iii). Les réductions Q et R de Q et R modulo Mty , sont premieres entre elles.

(iv). P = QR modulo My ,,.

Alors il existe un unique couple (P, Q) € Ok [ X])? tel que :

(i). deg(Q — Q) <n—1 et deg(R—R) <m —1.

(ii). Q =Q et R =R modulo Mx .

(iii). P =QR.

Démonstration. Comme Q et R sont premiers entre eux, on a Res,,, »(Q, R) # 0 modulo My, et donc
Q et R étant & coefficients dans Ok, Resy (@, R) € Ok, \ Mk v, i.e. v(Resp, (@, R)) = 0. Comme

= QR modulo Mg v, onave(P—QR) > 0 et on peut donc appliquer le théoréme précédent en prenant
nlmporte quel C €]0,vg(P — QR)|. Ceci prouve 'existence.
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Pour 'unicité, on reprend les notations du théorémes précédent et on utilise le fait que pour tout
C €)0,vs(P — QR)], 'application ® admet un unique point fixe dans B;(0,a“) d’aprés le théoréme de
Banach, ce qui prouve en faisant tendre C' vers 0 que 'unicité reste valable sur B(0, 1) (boule ouverte).
Mais les couples (U, V) = (R—R,Q — Q) € Ki—1[X] x K,,—1[X] solutions du probléme de point fixe de
norme 1 sont tels que ve(U) = vg(V) = 0 ce qui contredit le point (ii). que le couple (P, Q) doit vérifier.
Les solutions de norme > 1 étant exclues car elles ne sont pas & coeflicients dans Ok ., on obtient bien
I'unicité. O

Prouvons enfin comme annoncé un petit lemme technique.
Lemme C.2.7. Soit P € K[X] irréductible tel que P(0) € Ok,,. Alors P € Ok ,[X].

Démonstration. Supposons par l’absurde que P n’est pas & coefficient dans Ok ,. Soit a le coefficient
de P de degré d maximal parmi ceux qui ont une valuation minimale, c’est a dire qui réalisent vg(P).
Alors v(a) = vg(P) < 0 et donc a # 0. On peut donc considérer a=! P, qui est a coefficients dans O ,,.
Ecrivons :

d—1 n
a'P =) bXP X1 Y Xt
k=0 k=d+1
avec bo, - -+ ,bg—1,bd+1,- - ,bn € Ok . Notons que v(b) > 0 pour tout k € {d+1,--- ,n} et posons @ :=

Zz;é bpeX*+ X9 R:=1+b,X""% Alors Q est unitaire de degré d, deg(R) = n—d, deg(P—QR) < n—1,
@ = 1 modulo Mk ,, de sorte que QR = a~'P modulo Mk, et que les réduites de @) et R modulo Mk ,
soient premiéres entre elles. Donc on peut appliquer le corrollaire précédent et obtenir I'existence de
(P,Q) e Ox [ X]? tel que P = aQR et deg(Q — Q) < d—1 et deg(R — R) < n —d — 1. Mais alors ni Q,
ni R ne sont constants. Ceci contredit l'irréductibilité de P. O]

C.3 Extension non ramifiée de corps locaux et application au relévement de
F

C.3.1 Prolongement d’une valuation.

q°

Lemme C.3.1. Si l'on note aqy le coefficient constant du polyndme minimal de x € L sur K et d son
degré, alors d|[L : K],
. : L : Klag_
Negsea) = (Sl o ) = -

Démonstration. 1L est une extension finie de K[z], qui est une extension finie (de degré d) de K donc le
théoréme de la base télescopique assure que :

L:K]=[L:K[z]K[z]: K] =[L:K[z]]d

Donc d|[L : K]. Notons I, := Z;(l) apX® + X avec ag,- -+ ,aq—1 € K, le polynéme minimal de z sur

K et posons e := [L : K[z]] = UL:T}Q. Soit (u1,--- ,u.) une K[z]-base de L. On sait que (z%)o<;<q—1 est

une K-base de K[z], et donc que B := (z'u;)o<i<d—1 est une K-base de L (en vertu du théoréme de la
1<j<e

base téléscopique). Dans cette base, I’endomorphisme y € L — xy a une matrice diagonale par blocs,
consitituée de e blocs compagnons de la forme :

0 0 0 —ag
10 - 0 -a
01 - 0 —ap
0 ce 1 —Qq—1

Dont le déterminant vaut (—1)%ag (comme on le voit en développant suivant la premiére ligne). Ainsi, le

déterminant de y € L — xy vaut :
e . L:K]/d
Nygic(e) = ((~1)%a0)* = (~1)"" g™

Et sa trace vaut T,k (z) = —eaq—1 = —[L:K]%. O

Proposition C.3.2. Soit K un corps muni de deux normes |.|1 et |.|2. Alors |.|1 et |.|2 sont équivalentes
si et seulement si il existe o € RY tel que |.|]2 = [.|{.
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Démonstration. Lorsqu'’il existe o € R% tel que |.|2 = |.|{, il est immédiat que |.|; et |.|2 sont équivalentes.
Réciproquement, supposons que |.|; et |.|2 solent équivalentes. Alors la notion de convergence est la méme
pour |.|; et |.|2 et donc pour tout z € K, (z™),cn converge pour |.|; si et seulement si elle converge pour |.|o.
Or, (z™)nen ne converge que si z est de norme < 1 (quelle que soit la norme). Donc |z]; < 1 <= |z|2 < 1.

On distingue alors deux cas. Supposons que tous les éléments de K* soient de norme (|.|1 et |.|2)
> 1. Alors ils sont tous de norme 1 (car |z||z~!| = 1 pour tout x € K et toute norme |.| sur K). Ainsi,
[.l2 = |.]1(= 1 sur K*).

Supposons maintenant qu’il existe xg € K* tel que |xgl1 < 1 et |zgl2 < 1. Soit y € K*. Alors pour
tout (a,b) € Z x N* :

259yl <1 <= |y’ < 1

Alors en passant au In, comme |zg|; <1 et |zgl2 < 1:

Infyp _ a Injyls _a

In|zoly = b In|zgl2 = b

{TEQ| Iy, >r}:{r€(@\ In |yl >r}

1H‘IQ|1 ln|3:0|2

De sorte que :

Injyi _ Injyls

Et donc en passant au sup (Q étant dense dans R), de ces ensembles, on obtient que : Tnlzol; — Inlzols’

iq Inlyl> _ In|zolo * . Injzole . .
puis que poR = per et ce pour tout y € K*. Donc en posant o := Tnfzols O obtient bien que

-2 = []7" D

Théoréme C.3.3 (prolongement des valuations). Soient (K, v) un corps valué complet et . une extension
finie de K. Alors v se prolonge de maniére unique en ¥ sur L. donnée par :

o(r) = ﬁU(NL/K(m))

pour tout x € L.

Démonstration. Commengons par vérifier que ¥ définit bien une valuation. Si z € L vérifie v(z) = +oo
alors Nk (x) = 0 donc d’aprés le lemme C.3.1, le coefficient constant du polynéme minimal de x est nul
et x = 0. Si z,y € L alors la multiplicativité du déterminant assure que :

1 1 1

O(x-y) = , v(Nyyk(z-y)) = mv(NL/K(x)NL/K(y)) = m(U(NL/K(x)) +u(NLk(y)))

11 reste a vérifier que pour tous z,y € L, o(x + y) > min(d(z),d(y)), ce qui est trivial si y = 0 et
équivaut a v (1 + %) > min (f) (%) ,O) sinon (par soustraction de ¥(y)). Ceci revient & montrer que
si z € L vérifie 9(x) > 0 alors 9(1 + x) > 0. Mais si v(Ny/k(z)) > 0, alors d’aprés le lemme C.3.1,
(11, (0)) = dﬁ%ﬁ%%(]\fwﬂ((x)) > 0 et donc I, (0) € Ok, et comme II, est irréductible, le lemme C.2.7
assure que II, € Ok ,[X]. Mais II14, divise I, (X — 1), qui est un polynéme annulateur de 1+ z et si par
Pabsurde il n’était pas égal a I, (X — 1), alors comme il est unitaire, il serait de degré < deg(II,) et alors

ITy 4. (1 + X) serait un polynéme annulateur de x de degré < deg(Il,), ce qui contredirait la minimalité
de TI,. Donc 14, = I, (X — 1) et donc d’apreés le lemme C.3.1 :

Njx(142) = (_1)[L:K]Hw(_l)[L:K]/deg(Hx) € Ok,

et ainsi, 9(Ny k(14 )) > 0. Donc ¥ est bien une valuation sur L.
Vérifions qu’elle prolonge v. En effet, si x € K alors II, = X — = donc d’apreés le lemme C.3.1 :

1

) = g (D)) = o)

On prouve maintenant I'unicité. Si vy est une autre valuation qui prolonge v alors comme L est un K-
espace vectoriel de dimension finie et que K est complet, les normes |.|; := a® et |.|2 := a¥2 (pour a €0, 1]
quelconque) sont équivalentes sur L. donc d’aprés la proposition précédente, on dispose de a € R*, tel que
[.]2 = |.]¢. Mais alors vy = at et donc sur K : & = v = vy = a, puis @ = 1. Donc vg = 9. O
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C.3.2 [Extension non-ramifiée d’un corps local et relévement de F,.
Proposition C.3.4. L est une extension finie de K de degré au plus [L : K].

Démonstration. K s’injecte dans L en prenant pour tout @ € K un représentant o € Og C O, et en le
réduisant modulo Mj, (ce qui redonne @). Ainsi, L est une extension finie de K.
Soit (T1, -+ ,Tq) est une K-base de L et (z1,---,x4) un relevé de cette base modulo My,. Alors si
A1, , Ag € K non tous nuls vérifient :
d
k=1

on peut supposer que tous les \; sont dans Ok et que 'un d’entre eux est de valuation nulle, donc dans
OL \ My, quitte & multiplier les A; par I’élément de plus petite valuation. Ceci qui donne en réduisant

modulo My, une K-relation de liaison non-triviale sur L pour (Z71,- - ,Zg), un élément de valuation nulle
étant non nul modulo My,. Ceci contredit la liberté de (Z1,--- ,Z4). Donc (z1,- -+ ,z4) est K-libre sur I
et ainsi :

[L:K]>d=[L: K]

Proposition C.3.5. K" est un sous-corps de K, la cloture algébrique de K.

Démonstration. Soit xz € K™. Alors x € W(L) pour une certaine extension finie L de K. K étant parfait,
le théoréme de 1’élément primitif assure Pexistence de @ € L tel que L = K[a]. Mais @ est algébrique
sur K donc c’est une racine de son polyndéme minimal [Tz € K[X]. Mais K étant parfait et IIz étant
irréductible, le théoreme 4.5.3 de [6] assure que @ € L est une racine simple de Ilg. Soit Iy € Ox[X] un
représentant de Iz modulo Mg. On peut donc, d’aprés le corollaire 2.2.2 relever @ en a € Oy (1), de telle
sorte que () = 0. Mais alors Iy est le polynome minimal de o (sinon on contredirait la minimalité
de Il en réduisant modulo My (z)). Ainsi :

[K[a] : K] = deg(Tlg) = deg(Ilz) = [L : K] = [W(L) : K]

et donc W(L) = K[a]. Donc = € K[a] C K, la derniére inclusion venant du fait que Iy est un polynome
annulateur de a & coefficients dans K. Ainsi, K" c K.

Il est par ailleurs clair que K™ contient 0 et 1 (qui sont dans W (L) pour toute extension finie L
de K). Si maintenant, z,y € K™ alors x € W(L) et y € W(M) pour L et M des extensions finies
de K. K étant parfait, le théoréme de 1’élément primitif assure alors 'existence de @ € M tel que
M = KJa]. Considérons alors N := L[a]. Comme @ est algébrique sur K, il est algébrique sur L (qui est
un extension de K) et donc N est bien un corps qui contient L et K[a] = M. C’est de plus une extension
finie de L (car @ est algébrique), qui est elle-méme une extension finie de K, donc une extension finie
de K d’aprés le théoréme de la base télescopique. On peut donc considérer W(N). Or, en vertu d’un
raisonnement déja vu ci-dessus (appliquant le corollaire 2.2.2 au polyndéme minimal de @ relevé dans
Ow (n)), on peut écrire W(M) = K[a] pour un certain représentant o € Oy (ny C W(N) de @ modulo
Mx. Il est donc clair que W(M) C W(N). Pour la méme raison, W (L) C W(N). Ainsi, z,y € W(N) et
donc = +y,x — y,xy € W(N) C K" . Enfin, si z # 0 alors 27! € W(L) C K"". Donc K" est bien un
sous-corps de K. O

Lemme C.3.6. Soit P € Ox|[X] un polynéme unitaire dont la réduction P modulo Mg est sans facteur
carré. Alors toutes les racines de P sont dans Ognr.

Démonstration. Comme P est sans facteurs carré, on peut décomposer P en produit d’irréductibles
unitaires de K[X] :

k

i=1

Comme les P; sont premiers entre eux deux & deux et unitaires, on peut les relever en Py, --- , P. € Og[X]
unitaires tels que :

en appliquant le corollaire C.2.6. On a vu dans la preuve du théoréme 2.3.9 que les P; étaient encore
irréductibles dans K[X].

Soit € K une racine de P. Alors x est racine de I'un des P;, qui est son polynéme minimal (car
c’est un polyndéme annulateur irréductible unitaire de z). Ainsi, on obtient que K[z] est une extension
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de degré deg(F;) de K. Mais alors T, la réduite de x modulo Mg, est une racine de P;, qui est son
polynéme minimal sur K. Ainsi, K[Z] est une extension de degré deg(P;) de K, qui est contenue dans le
corps résiduel L de K[z]. Ainsi [L : K| > deg(P;) = [K[z] : K]. Mais d’aprés la proposition C.3.4,il y a
en fait égalité dans l'inégalité précédente. Ainsi, K[z] est une extension non ramifiée de K, qui se plonge
donc dans K™, et ainsi x s’identifie & un élément de K™".

En outre, vu que P € Og[X] C Ognr[X] et que Ognr est intégralement clos dans K™ d’aprés la
proposition 77, on a z € Ognr. D’ot le résultat. O
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D Compléments de théorie algébrique des nombres.

Cette section est un complément non essentiel 4 la compréhension générale du ducument.
Nous l’avions introduite pour étudier la preuve du théoréme de Deuring que nous avons
abandonnée. Pour cette raison, les notions abordées ici ne sont pas bien maitrisées par
I’ensemble du groupe. Nous présentons ces notions simplement par souci de compte-rendu
de notre travail.

D.1 1Idéaux fractionnaires.

Définition D.1.1. Un idéal fractionnaire de A est une partie de K de la forme d=*.J ot d € A\{0} et J
un idéal de A. Autrement dit, m est un idéal fractionnaire si et seulement si il existe d € A\{0} tel que
dm C A. (Car un A-module inclu dans A est un idéal de A.)

m est dit principal si J est principal. m est dit de type fini si J est de type fini (engendré par un
nombre fini d’éléments).

Sur les idéaux fractionnaires, il est possible de définir un "quotient” : (@ : b) est I'idéal {x € K/xb C a}.
Le quotient de deux idéaux fractionnaires est un idéal fractionnaire. Quand a est inversible, multiplier
par a~! revient & diviser par a.

Proposition D.1.2. Un idéal fractionnaire d’un anneau noetherien A est un sous-A-module de K de
type fini et réciproquement.

Démonstration. En effet, si a est un sous-A-module de type fini de K, on se donne G = (g;)o<i<n—1 une
famille génératrice de a, d un dénominateur commun a G et J I'idéal engendré par dG. Réciproquement, J
est un idéal donc a est un sous-A-module. Comme A est noetherien, on se donne G une famille génératrice
finie de J et d~'G est une famille génératrice de a donc a est de type fini. O

Proposition D.1.3. Tout sous-A-module inversible est un idéal fractionnaire.

Démonstration. En effet, si M et N sont des sous-A-modules de K tels que N - M = A, alors il existe un
éléement d € N qui est aussi un élément de A\{0} (du simple fait que N est un sous-A-module de K) et
bien sir dM C A. O

Nous venons donc de montrer la :
Proposition D.1.4. L’ensemble des idéaux fractionnaires inversibles forme un groupe abélien.

Proposition D.1.5. Un idéal fractionnaire inversible est de type fini.

D.2 Anneaux de Dedekind.

Définition D.2.1. Soit A un anneau intégre et K son corps de fractions. Soit S une partie de A stable
par produit contenant 1 et ne contenant pas 0. L’ensemble :

{xEK/H%sEAXS,x:%}

est un anneau noté ST1A et Uapplication p — p N A est une bijection de l’ensemble des idéaux premiers
de STLA wers lensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

Lorsque S = A\p ot p est un idéal premier de A, ST1A se note Ap. C’est un anneau local d’idéal
mazimal pA, et de cors résiduel le corps des fractions de A/p ; les idéaux premiers de A, correspondant
auzx idéauxr premiers de A contenus dans p. A, est le localisé de A en p.

Proposition D.2.2. §i A est un anneau intégre noetherien, les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i). Pour tout idéal premier non nul p, A, est un anneau de valuation discréte.

(il). A est intégralement clos et tout idéal premier non nul de A est maximal.
Démonstration. Supposons d’abord que la propriété (). est vérifice. Soient alors p et p’ deux idéaux
premiers tels que p C p’. Supposons de plus P’ non nul. Alors 'idéal premier PAp, C p'A, C Ay

Comme A, est un avd d’aprés (4)., il posséde un unique idéal premier non nul donc pA, = {0} ou
pAy, =p’A,, dou p = {0} ou p =p’. Tout idéal premier non nul de A est maximal.
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Par ailleurs, si a € K est entier sur A, on se donne p un idéal premier non nul. A, contient A donc a est
entier sur A, et constitue un élément de son corps de fractions. De plus, d’aprés (7)., A, est intégralement
clos donc a € Ay. Soit (b,c) € A? tel que a = 2. Par définition, il existe s € A\p et y € A tels que bs = yc.
Alors l'idéal :

T ={x € AJbx € cA}

contient s ¢ P donc Z ¢ p. Cela étant valable pour tout p, on déduit Z = A. En particulier b € cA donc
a= % € A. A est donc intégralement clos.

Réciproquement, supposons (iz). et munissons-nous d’un idéal premier non nul p. Comme A, est local,
il suffit de démontrer qu’il est intégralement clos d’aprés le théoréme ??. Soit x un élement du corps des

n
fractions de A, entier sur A,. Et (ax)o<k<n € A,’}“ tel que > arX* = 0. En multipliant par s” ot s € A
k=0

n—1
est un dénominateur commun aux ay, on a (sz)" + 3. bp(sX)* = 0 ot les by sont des éléments de A.
k=0

sz € K et sz est entier sur A donc, d’aprés (ii)., sz € A puis € A,. Les A, sont bien intégralement
clos, ce qui termine la démonstration. [

Définition D.2.3. Un anneau intégre et noetherien qui vérifie ces deux propriétés équivalentes est un
anneau de Dedekind.

Théoréme D.2.4. Soit A un anneau commutatif intégre et unitaire. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(1). A est un anneau de Dedekind

(2). Tout idéal premier non nul de A est inversible.

(3). Tout idéal non nul de A est inversible.

(4). Tout idéal non nul de A est produit d’éléments mazimauz.

(5). Tout idéal non nul de A est produit d’éléments premiers.
De plus, la décomposition en produits d’idéaux premiers est alors unique.

Démonstration. Dans toute cette démonstration, A est un anneau commutatif intégre et unitaire.

Soit A un anneau de Dedekind et Z un idéal premier non nul de A. On pose S = A\Z. Az est un anneau
de valuation discréte donc il est principal. Il existe p € Az qui engendre 'idéal ZAz. Ainsi ZAz = pAz
donc Z C pAz. Comme A est de Dedekind, A est noetherien et on peut se donner une famille génératrice
(9i)1<i<n de Z. ¥i,g; € pAz donc il existe s;,y; € S x Ag; = ps{lyi. Soit a = []i=1si € S. Alors
Vi, %gi € A donc 27 C A. On montre alors que Z est inversible, d’inverse Q = A + %A : par construction,
Q@ - 7 est un idéal de A qui contient Z ainsi que a € Z. Comme Z est un idéal premier non nul, on en
déduit que @ - Z = A, ce qui prouve que Z est inversible.

Soit A un anneau dont tout idéal premier non nul est inversible. Raisonnons par ’absurde et supposons
qu’il existe un idéal Z non nul non inversible. Montrons alors qu’une réunion totalement ordonnée d’idéaux
non nuls non inversibles est encore un idéal non nul non inversible : Soit (J;); un ensemble totalement
ordonné d’idéaux non nuls non inversible et J leur réunion. Si J n’est pas de type fini, il n’est pas
inversible. S’il est de type fini, il existe (j;)1<i<n D €éléments de A qui l'engendrent. Or chaque j; est
inclus dans un certain J,,, donc J = [Lj Jpn;. Comme la famille est totalement ordonnée, il s’agit de I'un

=1
des J,, donc J n’est pas inversible. Cela montre que I’ensemble des éléments non inversibles est inductif.

D’aprés le lemme de Zorn, il existe p un idéal non nul non inversible maximal au sens de 'inclusion.
Montrons que cet idéal est premier. Soit a € A\p et b € p tel que ab € p. L’idéal Q = p + aA contient
strictement p donc est inversible par maximalité de p. Comme p n’est pas inversible, p - Q! n’est pas
inversible. Mais comme Q C A, 1 € Q7! = {r € K/xQ C A} donc p C p-Q ! puis p = p- Q! par
maximalité. Or ab € p donc p contient bQ donc b € p- Q' = p. Cela montre que p est premier et aboutit
4 une contradiction.

Supposons maintenant que tout idéal non nul de A est inversible. Tout idéal inversible étant de type
fini, A est donc noetherien. Soit Z un idéal non nul de A. Si Z # A, il existe un idéal maximal M; de A
qui le contient. Z C My C A donc - M ! est un idéal de A qui contient Z. On peut donc construire une
suite croissante d'idéaux Z C Z-M;* C--- CZ-M;"--- M;'. Comme A est noetherien, cette suite est
stationnaire et il existe My, --- , M,, des idéaux maximaux tels que Z = M --- M,,.

Les idéaux de la décomposition précédentes étant maximaux, ils sont aussi premiers. On déduit de
plus l'unicité de cette décomposition par une itération immédiate.

Supposons maintenant que tout idéal non nul se décompose de maniére unique en un produit d’idéaux
premiers. Montrons qu’alors tout idéal premier non nul est maximal, ce qui fixera 1’équivalence (4) < (5).
Soit p un idéal premier non nul et Z un idéal maximal qui le contient. Z se décompose en un produit
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d’idéaux premiers et comme p est premier, il apparait dans cette décomposition. Mais 7 lui-méme premier
donc, par unicité de la décomposition, Z = p ce qui montre que p est maximal.

On va ensuite montrer que si tout idéal non nul se décompose de maniére unique en produits d’idéaux
maximaux, alors tout idéal premier non nul est inversible. Pour cela, il suffit de montrer que tout idéal
maximal est inversible. Soit M un idéal maximal et a € M\{0}. On se donne M - - - M,, la décomposition
de aA en idéaux maximaux. Comme aA est inversible, tous les M; le sont. Mais M est un idéal qui contient
a donc aA = M --- M,,. M étant maximal, il est en particulier premier donc A\ M est stable par produit.
Si on suppose que pour tout i, il existe m; € M; tel que m; &€ M, alors my ---m, & M, ce qui contredit
la propriété précédente. On en déduit que M contient I'un des M; puis, par maximalité, M est égal a
I'un des M;. Ainsi M est bien inversible.

Pour terminer la démonstration, il ne nous reste plus qu’a montrer (2) = (1). Supposons alors que
tout idéal premier non nul est inversible. Comme on I’a vu précédemment, un résultat d’algébre nous
garantit que A est alors noetherien. De plus, on a aussi montré deux paragraphes plus haut que tout idéal
premier non nul est alors maximal. Nous disposons par ailleurs des propriétés équivalentes (2), (3), (4) et
(5). Il ne reste plus qu’a montrer que A est intégralement clos. Soit p un idéal premier non nul. Tout idéal
de A se décomposant de maniére unique en un produit d’idéaux premiers, on peut associer & un idéal
de A la valuation p-adique v,(I) et étendre cette valuation sur I’ensemble des idéaux fractionnaires de
A. On peut ensuite construire une valuation sur K que nous appelerons encore v, par abus de notation :
Vo € K, vp(z) = vp(xA). Il n’est pas difficile de montrer qu'’il s’agit bien d’une valuation. L’anneau A
correspond alors a l'intersection des anneaux de valuation correspondants. Il est donc intégralement clos
comme intersection d’anneaux intégralement fermés sur K. O

Proposition D.2.5. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal fractionnaire non nul est inversible. Les
idéauz fractionnaires non nuls d’un anneau de Dedekind forment donc un groupe multiplicatif. Il s’appel
le groupe des idéaux de ’anneau.

Démonstration. En effet, si a est un idéal fractionnaire non nul, il existe d € A et J un idéal de A tel que
a=d~1J. J est non nul donc inversible donc a est inversible. O]

Proposition D.2.6. Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout élément non nul x € A, il n’y a qu’un
nombre fini d’idéaux premiers contenant x.

Démonstration. Soit (p;)n des idéaux premiers de A contenant z. On peut alors construire une suite

n
décroissante d’idéaux contenant x : pour n € N, a,, = ; avec pour convention ag = A. Comme tous
) 0
i=0
ces idéaux contiennent z, ils sont non nuls donc inversibles. Par passage a l'inverse, on peut construire une

suite croissante d’idéaux fractionnaires (a,'),en tous inclus dans le sous-A-module de type fini z71A.
Cette suite est donc stationnaire (il existe un rang a partir duquel tous les générateurs du A-module de

type fini sont inclus dans la réunion). En repassant a Uinverse, on obtient qu’il existe r € N tel que,
k r r
Vk >, () pi = ) pi- Une récurrence immédiate montre que : Vk > r, p1 ---p, C () pi C p. Comme les
i=0 i=0 i=0
pi. sont premiers, on en déduit que, pour tout k, pi est 'un des py - - - p,. Ainsi z n’est contenu que dans

un nombre fini d’idéaux premiers. O

Proposition D.2.7. Tout idéal fractionnaire d’un anneau de Dedekind s’écrit de maniére unique sous

la forme :
a = H pvp (a)
p

ot les vy(a) sont des entiers relatifs presque tous nuls. Par ailleurs, on a les formules suivantes :
(1) vp(a-b) =vy(a) + vy(b)
(ii). vp(b:a) = vp(b) — vy(a)
(iii). vy(a+b) = inf(vp(a), vp(b))

Lemme D.2.8 (Lemme d’approximation). Soit A un anneau de Dedekind, k € N, (p;)1<i<n des idéaux
premiers deuz-a-deux distincts de A, (z;)1<i<n des éléments de K et (n;)1<i<n des entiers. Alors il existe
z € K tel que : Vi,vy,(x — x;) > ny et vg > 0 pour tout idéal premier q disctincts des p;.

Démonstration. Cela découle directement du théoréme du méme nom sur les valeurs absolues non équi-

valentes d’un corps K. En effet, pour ¢ € {1,--- ,n}, on fixe p; € p;\{0} et on définit la valeur absolue

pi-adique comme suit : Vz € K, |z|,, = p;vpi(r)

i Pk
b — Lo
Pi

avec pour convention |0],, = 0 pour tout 7. On pose

et il n’est pas difficile de voir que |b;

p; > 1 avec |bi],, < 1 pour tout j # i. On en déduit
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0 pour j # i. Il suffit donc de choisir xg = Z:l Topm i AVeC M assez
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b;{" Hﬁj
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grand. Alors |zg — ;|p, peut étre rendue arbitrairement petit, ce qui assure vy, (xo — 2;) > n;. Enfin, il

existe un nombre fini d’idéaux premiers q distincts des p; pour lesquels vq(x) # 0. Quitte & remplacer zo
_ ve(z) 214 . . . 12 .

par r = %o [ ], qq ot les gy sont des éléments arbitraires non nuls des idéaux premiers non nuls g, on

a également vq(z) > 0 pour tout idéal premier q disctint des p;, ce qui termine la démonstration. O

D.3 Extension d’anneaux de Dedekind.

Dans cette sous-section, on se donne A un anneau intégre, noethérien et intégralement clos dont on
note K le corps des fractions, I une extension finie de K de degré n et B ’ensemble des éléments de LL
entiers sur A, c’est & dire admettant un polynéme annunaleur unitaire dans A[X]. B est appellée cloture
intégrale de A. On suppose en outre que K est un corps parfait, ce qui nous assure que 'extension L/K
est séparable (d’aprés le théoréme 4.5.3 de [6]).

Proposition D.3.1. B est un sous-anneau de L et L est son corps de fractions.

Démonstration. Dans cette preuve, nous utilisons abondamment les résultants (on renvoit le lecteur a la
proposition C.2.4 et & la définition C.2.3). B contient trivialement 0, —1 et 1 (dont X, X+1 et X —1 sont des
polynémes annulateurs unitaires dans A[X]). Soient z,y € A. Considérions P,Q € A[X] des polynomes
annulateurs unitaires respectifs de x et y, de degrés respectifs m et n. Considérons les polynémes en
I'indéterminée Y :
Y
R(Y) :=Res; n(P(X), QY — X)) et S(Y):=Respmn (P(X),X”Q <§)>

On voit en développant les déterminants de Sylvester que R et S sont unitaires. En outre, comme z est une
recine commune de P(X), Q(z+y—X) et X"Q (5£), la proposition C.2.4 assure que R(z+y) = S(xy) = 0.
Mais R et S sont des polynomes non nuls de A[X] donc 2y € B et  +y € B. Donc B est un sous-anneau
de L.

Soit « € L. Comme LL/K est finie, L/K est algébrique donc si 2 € L, alors on peut définir son polynéme
minimal sur K :

d—1
I, = X%+ Z a; X" € K[X]
i=0
Ecrivons alors pour tout i € {0, ,d—1}, a; := §* avec (ay, 3;) € Ax A*. Alors en multipliant I'équation

d
I, (z) = 0 par (H?;& ﬁj) , on obtient que x H?;& B; est racine de :

d—1 d—1 d—i—1

rexte ol T ow)(ls) o«
i=0 0<j#i<d—1 §=0

Or, P est un polynome unitaire & coefficients dans A. Donc xH;-l;é B; € B. Donc x = g avec b € B et

a € A. Nous venons donc de montrer que L est le corps de fractions de B (et méme que I'on peut prendre

des dénominateurs dans A).
O

Proposition D.3.2. B est un sous-module de type fini (sur A) de L.

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur au début de la section 2.3.1 pour les précisions nécessaires sur
la fonction trace Ty, k.

Comme L/K est finie et que K est parfait, le théoréme de ’élément primitif (théoreme 4. 6. 2. de [6])
assure l'existence de a € L tel que L = K[a]. Mais alors (1,q, -+ ,a""!) est une K-base de L. En outre,
on a vu précédemment que o = % avec a € A\ {0} et 3 € B. Ainsi, B:= (1,43,---, 3" !) est une K-base
de L constituée d’éléments de B. On considére alors M le sous-module de L (sur A) engendré par 5. On
sait qu’alors M C B.

Par ailleurs, si x € B et y € M alors xy € B, donc on dispose de P € A[X] unitaire annulant xy. Donc
le polynéme minimal de 2y sur K divise P, et ainsi tous les K-conjugués de zy dans K sont annulés par P.
Or, la proposition précédente reste vraie lorsque I’on remplace L par K (qui est une extension algébrique
de K), ce qui assure que la somme des K-conjugués de zy est toujours entiére sur A. Ainsi, d’aprés la
proposition C.2.4 et les relations coefficients racines, 71 /x (zy) est entier sur A. Mais Ty, /x (zy) € K (car
c’est la trace d'un endomorphisme K-linéaire) et A est intégralement clos donc Ty /x (zy) € A. On définit
donc une application linéaire :

x € B+— u, € Homy (M, A)

85



en posant :
V(z,y) e B x M, wu,(y) = Tyk(zy)

Cette application est de plus injective car si z € B vérifie u, = 0 alors :
Vi € {1, ,n}, TL/K(ZGi) =0

Comme B est une K-base de L, on dispose de xq, - ,x,_1 € K tels que z = Z?:_()l x;37. Donc en notant
pour tout j € {0,--- ,n—1}, T} := (TL/K(ﬁiJrj))ogign,l, on obtient que :

n—1
Z aijj =0

§=0
Or, d’aprés le lemme suivant, (T})1<;<n est libre donc 21 =--- =z, =0, et = 0.
Lemme D.3.3. La matrice (T1./x(8777))o<i j<n—1 est inversible.

Démonstration. Comme B = (1,43,--+,3" 1) est une K-base de L, le polynome minimal sur K de 3 est
de degré n. C’est aussi le polynéme minimal de I'endomorphisme z € L — Bz. Comme il est unitaire et
de degré n, c’est en fait le polynéme caractériqtique de cet endomorphisme. Or, le polynéme minimal de
3 est irréductible donc scindé a racines simples dans K. Ainsi, les valeurs propres Ag,--- ,Ap—1 € K de
la matrice de x € L — Sx dans B sont distinctes deux a deux. En outre, 'invariance de la trace d’une
matrice par extension de corps assure que :

n—1
Vij €40, n—1}, Tyw(8™H) =3 A
k=0

Donc en notant A := (Az)ogi,kgnfl» on obtient que :
(To/k(8))o<ij<n—1 = ATA

De sorte que (les A; étant deux a deux distincts) :

det(TL/K(BiJrj))Ogi;éjgn_l = (det A)? = H (A — )\j)z £0

0<i,j<n—1
O

Donc B se plonge dans Homgy (M, A) qui est un A-module libre de type fini engendrée par la base
duale de B, B* := (e}, - ,el), donnée par :

e n
VI<ij<n, e(e)=0d,

donc on peut identifier B & un sous-module (sur A) de Homy (M, A) et ainsi, B est de type fini d’apres la
proposition B.2.10. O

Proposition D.3.4. B est un sous-anneau noethérien et intégralement clos de .. En outre, si A est de
Dedekind, alors B aussi.

Démonstration. Si I est un idéal de B alors I est un sous-module de B, qui est de type fini comme
A-module donc comme A est noethérien la proposition B.2.10 assure que I est de type fini. Ainsi, B est
noethérien.

Soit € L admettant un polynéme annulateur unitaire dans B[X]. Si # = 0 alors € B. Sinon, on
considére P := X%+ Y970 b, X? € B[X] annulant A. Considérons la A-algébre C' := Albg, - - ,bg_1], qui
est de type-fini comme A-module (comme sous-module de B, qui est de type fini sur "anneau neothérien
A). D := C[z] est un C-module de type fini (engendré par (1,z,---,2%"!)) donc un A-module de type
fini (engendré par exemple par (¢;2%)1<i<m,0<j<d—1, Ol (¢;)1<i<m est une famille A-génératrice de C').

Considérons donc (dy, - - - , dj;) une famille A-génératrice de D. Alors pour tout ¢ € {1,--- ,k}, d;xz € D
peut s’écrire sous la forme :

k
dix = Z ai,jdj
j=1

avec (a; j)1<ij<k € Mi(A). Ainsi :

(@i — 6 52)1<ij<ik(di)1<i<k =0
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Donc en multipliant cette égalité par la comatrice de (a; j — 6; j&)1<i j<k, on obtient que :
Vi € {1,"' ,/{3}, det(dldx—al’j)lg,jgkdi =0

Donc par intégrité de A, det(d; jo—ai,;j)1<1,j<x = 0 ou d; = 0 pour tout i € {1,--- ,k}ie. D = {0}. Or, ce
dernier cas est exclus puisque = # 0 et que = € D. Ainsi, det(d; ;o —ay ;)1<i,j<k = 0. det(d;; X —ay j)1<ii<k
est alors un polyndéme unitaire a coefficients dans A annulant z. Ainsi, x € B. Ceci prouve que B est
intégralement clos.

Supposons maintenant que A est de Dedekind. Soient 8 C Q des idéaux premiers de B. Alors R’ :=
PNAet Q:=QnNA sont des idéaux premiers de A, et donc P’ = 0 (et donc P = 0) ou P’ = Q'.
Supposons que P’ = Q'. Plagons nous dans A := A /P’ et B := B/, qui restent intégre car P est premier.
Alors si par 'absurde B # 9, on dispose de z € Q/P non nul modulo B. Mais alors x € B, donc x
est entier sur A. Considérons le polynéme unitaire annulateur de z : P := X9 + Zg:_ol a; X' € A[X], de
degré minimal. Alors ap # 0 (sinon on disposerait d’un polynéme unitaire annulant z de degré d — 1).
En outre, P(z) = 0 donc ag est dans I'idéal de B engendré par z, qui est inclus dans /9. On a alors
z € Q/PNA=/P =P /P = {0}. Donc x = 0. Cest absurde! Donc P = Q. Ainsi, P = {0} ou
P = Q. D’aprés la définition D.2.3, ceci montre que B est de Dedekind. O

On suppose désormais que A est un anneau de Dedekind, de sorte que B soit aussi de Dedekind.

Définition D.3.5. Etant donné un idéal premier p de A et un idéal premier B de B tous deux non nuls,
on dit que B divise p et on note Blp lorsque p = B NA.

Remarque : B|p si et seulement si B contient I'idéal pB de B engendré par p. En effet, cette condition
est clairement nécessaire. Réciproquement, si pB C ‘B alors p = pBNA C BNA donc A étant de Dedekind
et B N A étant un idéal premier de A, p =B N A.

Si p est un idéal premier non-nul de A, alors pB est un idéal non nul de B, qui est de Dedekind, donc
pB se décompose en produits d’idéaux premiers non-nuls :

pB = H spvs (PB)
Bp

Pour tout idéal premier B|p, on sait qu’en outre B/ est une A/p-algébre et que A/p et B/B sont des
corps (car p et B sont maximaux). En outre, B/B est de dimension finie sur A/p car B est un A-module
de type fini.

Définition D.3.6. Sip est un idéal premier non nul de A et si Blp alors on note ey = vy (pB) et
Jwp = [B/B : A/p], que l'on appelle respectivement indice de ramification et indice d’inertie de B sur

p.

Remarque : Cela nous raméne a la question de la ramification. Nous voyons bien que ce qui est fait
ici est une généralisation du travail de la section 1, un anneau de valuation discréte étant en particulier
un anneau de Dedekind. Cependant, cherchant & rester au niveau le plus élémentaire possible dés qu’un
pré-requis doit étre introduit, nous n’avons pas jugé nécessaire d’aller aussi loin au moment ou nous avons
construit Q.

Proposition D.3.7. Soit p un idéal premier non nul de A. Alors B/pB est une A/p algébre de dimension
n = [: K] isomorphe en tant que A/p-algebre au produit []ep), B/B2/». En outre :

n= Z e /pfB /p

Bp

Démonstration. Considérons A, = (A \ p)~'A, la localisation de A a p et B := (A\ p)~'B.

Commencons par montrer que B est la cloture intégrale de A, dans . Si x est entier sur A, alors en
multipliant I’équation polynomiale unitaire a coefficients dans A, vérifiée par x par une certaine puissance
a € A\ p du dénominateur commun des coefficients, on obtient comme dans la proposition D.3.1 que
ax € B, et donc que z € B. Réciproquement, si x € B alors x = g avec b € B et a € A\ p. En divisant
une équation polynomiale unitaire & coefficients dans A vérifiée par b par une certaine puissance de a, on
obtient que x est entier sur A,.

A, est en outre un anneau de valuation discréte, donc en particulier un anneau de Dedekind. Ainsi,
la proposition D.3.2 assure que B est un A, module de type fini. Or, on a vu dans la preuve de cette
méme proposition que B contient un A,-module M, libre de type fini et de rang n et que B se plonge
dans M* := Homy, (M, A,), qui est aussi libre de type fini et de rang n. Comme A, est un anneau de
valuation discréte, il est principal et la B.2.8 assure que M est libre de type fini et de rang n.
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En considérant la réduction modulo p d’'une Ay-base de B, il est alors aisé de vérifier que B/pB
est un A, /pAp-espace vectoriel de dimension n. Or, on vérifie aussi facilement que A,/pA, = A/p et
B/pB = B/pB. Ainsi, B/pB est une A/p algébre de dimension n.

Comme pB = [[g, B®/#, on a clairement pB C (g3, B */». En outre, I := (g3, B®/# est un idéal
de B dont les facteurs premiers sont les B|p et les valuations supérieures a egq, (car I C B=/» pour

tout Blp). Ainsi :
I=][3*=® c ]3> =B
Blp Blp

et donc pB =1 = ﬂ%‘p Bes/p . Il s’ensuit que l'application :

©:B/pB — [[B/B>/
Blp

qui & x mod pB associe (z mod ‘Be%/P)%Ip est bien définie et injective. C’est de plus clairement un
morphisme de A /p-algébre. Enfin, le lemme d’approximation, prouvé dans le paragraphe précédent assure
que ® est surjective. Donc en tant que A/p-algébre :

B/pB ~ [ [ B/B >/
Blp

Ce qui donne en passant aux dimensions (d’aprés ce que nous avons prouvé ci-dessus) :

n=[B/pB:A/p| = [B/B >/ : A/p|

Bp

Or, pour tout Blp, B/B est une extension de degré f := fy/, sur A/p et de plus, en considérant une
A/p-base (by,--- ,b,) de B/B, on obtient que (5=, bij)1<i1 <y €St une A/p-base de B/B¢ (avec
e = exp), de sorte que [B/B2/» : A/p] = e /p frn/p, PUis que :

n= Z e /pfo/p

Bp
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E Preuves et compléments de la section 3.

E.1 Fonctions rationnelles définies sur E.
Proposition E.1.1. K[E]p est un anneau de valuation discréte d’idéal mazimal M (E)p.

Démonstration. Le fait que K[E]p est un anneau sous-anneau de K(E) et que Mp est un idéal de K[E]p
est trivial. Pour vérifier que c’est un anneau de valuation discréte, il s’agit de montrer I’existence d’une
uniformisante engendrant Mp, i.e. d’'un élément » € M(E)p tel que toute fonction f € K[E]p non nulle
s’écrive sous la forme f = r*u avec k € N et u € K[E]p inversible dans cet anneau, c’est a dire dont
P n’est pas un zéro. En effet, si c’est le cas f € Mp équivaut a k > 1 et donc K[E]p est engendré par
r. En outre, si I est un idéal de K[E]p, on obtient que I = r*°K[E]p en prenant pour kg '’exposant
k minimal des éléments de I, ce qui justifie la maximalité de M (E)p et la principalité de K[E]p. Pour
obtenir 'existence de 'uniformisante, on distingue trois cas :
Premier cas : Supposons que P := (zp,yp) # O et yp # 0. Commengons par le cas ou f €
K[E]p \ {0} est polynomiale. Ecrivons f sous forme réduite f = p+ Y q et considérons (X — zp)®
le plus grand facteur de X — xp commun & p et g. Considérons pg := m et qo := m.
Alors xp est zéro d’au plus un seul de ces deux éléments. Posons fo(X,Y) := po(X) + Ygo(X).
Alors comme py et go ne s’annulent pas simultanément et que yp # 0, f(P) # 0. En outre :
_ N(fo)
fo=—=
fo
Donc en écrivant dans K[X] : N(fo) = (X —zp)?g avec B € N et g € K[X] dont xp n’est pas
zéro, on obtient que :

f=(X—ap)fo= (X —ap)+i L
0
avec % € K(E) une fonction dont P n’est ni zéro ni pole. Si maintenant f € K[E]p est une
0

fonction rationnelle sur E alors on écrit f = £ avec g,h € K[E] et h(P) # 0 et en écrivant
g= (X —zp)*u avec k € N et u € K[E]p dont P n’est pas zéro :
u
f=X- ffP)kE
avec 3 € K[E]p dont P n’est pas zéro, donc inversible. Donc X — xp est une uniformisante
convenable.
Deuxiéme cas : Supposons P := (a,0) # O avec a € K. a est donc une racine du polynome

X% + AX + B, qui admet deux autres racines 3,7 € K, distinctes et différentes de o puisque
A(E) # 0. Comme dans le cas précédent, on commence par traiter la situation ot f est polynomiale
et on conclut de la méme fagon lorsque f est une fraction. Ecrivons f(X,Y) := p(X) + Y¢q(X)
sous forme réduite et p = (X —a)¥pg et ¢ = (X — a)lqo avec k,1 € N et pg, qo € K[X] dont a n’est
pas pole. Comme :

V2=X3 4+ AX +B= (X —a)(X - B)(X —~)

dans K[E], on a :

f(X Y) _ Ymin(2k,2l+1) ( Y 2k—min(2k,21+1) Y 2l4+1—min(2k,2+1) )

= T w e

u

Avec u définie en P car a # (8,7 et u(P) # 0 car pg et go ne s’annullent pas en « et qu'un seul
des exposants 2k — min(2k, 2] + 1) et 2 + 1 — min(2k, 2] + 1) est non nul pour une raison évidente
de parité. Donc Y est une uniformisante convenable.

Troisiéme cas : Supposons P = O. Alors si f € K[E]p \ {0}, on écrit :

reev) = (%) e

avec d = —deg(f) et g(X,Y) € K(E). On a alors d’aprés la proposition 3.1.6 :

X
—d = ddeg (?> + deg(g) = 2d — 3d + deg(g) = —d + deg(g)

donc deg(g) = 0 et ainsi g(O) # 0 d’aprés les régles d’évaluation. En outre deg (%) = —1 donc

%(O) = 0 et ainsi % € Mp est une uniformisante convenable.
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Proposition E.1.2. Soit f € K[E]\ {0}. Alors :
(i). f n’a qu’un nombre fini de poles et de zéros.
(i), S per ordp(f) = 0.
(iii). Si f n’a ni zéro ni pole, alors f est constante.

(iv). Si f est non constante, alors f est surjective.

Démonstration. (i). Ecrivons f = £ avec g, h des polynomes non nuls sur £. Remarquons que tout
zéro de f est zéro de g et que tout podle de f est zéro de h. Donc si P € E \ {0} est zéro de f,
alors zp est racine de N(g) = g9, qui admet un nombre fini de racines et comme P et —P sont
les seuls points d’abscisse zp, il s’ensuit que I’ensemble des zéros de f est fini. Il en est de méme
pour les poles.

(if). Commengons par montrer le lemme suivant :

Lemme E.1.3.

ordp(f) = ord_p(f)

Démonstration. Si P = (zp,yp) # O vérifie yp # 0 alors f = (X — xp)ordp(f)g avec g € K(E)
dont P n’est ni zéro ni pole donc f = (X — xp)ordP(f)§ avec g(—P) = g(P) # 0,00 et le résultat
s’ensuit immeédiatement.

Si P = (0,0) avec a € K alors f = Yordr(Ng avec g € K(E) dont P n'est ni zéro ni pole
donc f = Yord”(f)(fl)ordf’(f)g avec g(—P) # 0,00 comme précédemment et le résultat s’ensuit

immeédiatement.
Si P = O alors P = —P et d’aprés le troisieme cas de la preuve de la proposition 3.1.12 :
ordp(f) = —deg(f) = —deg(f) = ord_p(f). O

On a donc d’aprés ce lemme :

Z ordp(f) = Z ord_p(f)

PeE\{O} PeE\{O}

Donc par multiplicativité de ’ordre :

2 > ordp(f)= Y. (ordp(f)+ord_p(f)= > ordp(N(f))

PeE\{O} PcE\{O} PeE\{O}

Factorisons N (f) dans K(X) :

m

N(f) = ATJ(X =)™
i=1
avec \ € K*, m e N* x1,--, 2, €K distincts et nq,--- , Ny, € Z*.
Donc si P est un point d’abscisse x; pour 1 < i < m, et d’ordonnée non nulle, on a :

ordp(N(f)) = nordp(X —x;) = n;

car X — x; est une uniformisante. Mais n; est compté deux fois dans la somme puisque —P # P
a aussi x; pour abscisse.

Si maintenant P est un point d’ordonnée nulle, on écrit P = («, 0) et on note 3, les autres racines
de X3 + AX + B distinctes de a (cf. deuxiéme cas de la preuve de la proposition 3.1.12). On a

alors :
Y2
ordp(N(f)) = n;ordp(X — x;) = n;ordp(X — a) = n;ordp (—) = 2n;
(N(£) (X — ) (X -a) X —B(X —)
Mais cette contribution n’est comptée qu’une seule fois car P = —P.
Ainsi : .
2 ) ordp(f)= > ordp(N(f)) =) 2n; = 2deg(f)

PeE\{O} PeE\{O} i=1

Donc :

> ordp(f) = deg(f) +ordo(f) =0

PcE
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(iii). D’aprés ce qui précéde, si f est une fonction polynomiale sans zéro (et trivialement sans pole
non plus), alors :

deg(f) = Z ordp(f) =0

PeE\{O}

Et donc N(f) est constante et ainsi, f I’est aussi par un argument de degré dans K[X,Y]. Donc
si f = £ est une fonction sur E sans zéro ni pole, g et h n’ont pas de zéros donc sont constantes
et f est constante.

(iv). Si f n’est pas constante alors pour tout A € K, f — X ne I’est pas non plus donc elle admet un
zéro ou un pole d’aprés le point (iii). Or, la formule de (i7). assure qu’une fonction admettant un
podle admet aussi un zéro.

O

E.2 Groupe des diviseurs de E.

Proposition E.2.1. Si D € Div(E) alors il existe Dy € Div(E) tel que |D1| < 1, ord(D1) = ord(D) et
D ~ D;.

Démonstration. L’idée principale derriére la preuve est de rassembler les points dans l’expression des
diviseurs comme séries formelles en exprimant (P) + (Q) a laide de (P + Q). On est alors amené a
considérer les droites, qui sont des fonctions polynoémiales sur £ de la forme :

d(X,Y)=aX +bY +c¢

avec a,b,c € K et (a,b) # (0,0). En général, deux cas se présentent :

Premier cas : Lorsque b # 0, les poles finis de d sont d’abscisse z, racine du polynéme d’ordre 3 :

2
X3 (“Xb“) +AX + B

et d’ordonnée —%ﬂ donc ils sont au nombre de 3 (en comptant les éventuelles multiplicité) et

ainsi :
div(d) = (P) + (Q) + (-R) = 3(0)
en ayant noté P, et —R ces poles. On sait qu’alors P + @ = R.

Deuxiéme cas : Lorsque b = 0, les poles finis de d sont d’ordonnée y, racine du polynéme d’ordre

2:
3
c cA
Y’+ —<-+—-B
a a
et d’abscisse = —< donc ils sont au nombre de 2 (en comptant les éventuelles multiplicité) et
ainsi :

div(d) = (P) + (Q) — 2(0)

en ayant noté P et ) ces poles. On peut cependant prendre R = O et ainsi se ramener & la formule
du premier cas.

Voyons maintenant comment ceci sert a rassembler deux points P et @ non nuls. On définit la droite
(PQ) passant par les points P et @ (c’est & dire dont P et @ sont poles) par I’équation :

dX,Y) = (X —zp)(yp —yq) — (Y —yp)(zp — 2q)
En notant R = P + @, on sait qu’alors R est un pole de d. On a alors :
div(d) = (P) + (Q) + (-=R) — 3(0)
En outre, si 2p # zq, i.e. P # £Q alors R # O et div(X — zg) = (R) + (—R) — 2(0O). Dans ce cas :

div (w

< ) = div(d(X,Y)) — div(X —zg) = (P)+ (Q) — (P + Q) — (0)
TR

Donc (P)+ (Q) ~ (P+ Q) + (O). Dans le cas od zp = xg, i.e. P = (@, on est ramené au deuxiéme cas
ci-dessus et donc :
div(d(X,Y)) = (P) + (Q) — 2(0)
Donc (P)+(Q) ~ 2(0). Notons que cette formule peut encore s’écrire (P)+(Q) ~ (P+ Q)+ (O) puisque
P+Q=0.
On raisonne par récurrence sur la norme de D.
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Initialisation : Si D est de norme 0 ou 1 le résultat est immédiat. Pour D de norme 2, D est soit
de la forme D = (P) + (Q) + m(O) soit de la forme D = (P) — (Q) + m(O) avec m € Z. Dans le
premier cas, on utilise la formule (P) + (Q) ~ (P 4+ Q) + (O), démontrée ci-dessus pour conclure.
Dans le deuxiéme cas, on applique la formule div(X — zg) = (Q) + (—Q) — 2(O) pour obtenir
Q)+ (—Q) — 2(0) ~ 0 et donc :

D~ (P)+(=@Q) + (m —2)(0)

par somme dans le groupe de Picard. Bien stir, ces transformations ne changent pas l'ordre de D.
Hérédité : Supposons le résultat aux rangs < n—1 pour n > 3 et considérons D € Div(E) de norme

n.

Si D est de la forme D = ny(P) — na(Q) + m(O) avec m € Z et ny,ne € N* tels que ny +ng =n

alors n; > 2 ou ny > 2. On suppose que n; > 2 sans perte de généralité ('autre cas se traitant de

la méme maniére), puis on utilise le fait que (P) + (P) ~ 2(0O) démontré ci-dessus pour obtenir

que :

D ~ (n1 = 2)(P) = n2(Q) + (m —2)(0)
qui est de norme n — 2 et de méme ordre que D. On conclut alors par hypothése de récurrence.

Sinon, D est de la forme D = nj(P) + n2(Q) + D' + m(O) avec m € Z et ny,ny € N* tels que
ny +ny < n et D' € Div(E) de norme n —n; —na et dont le coefficient associé & O est nul. En
utilisant le fait que (P) 4 (P) ~ 2(O), on obtient alors que :

D~ (ng —1)(P)+ (n2 — 1)(Q) + D" + (m — 2)(0)

qui est de norme n — 2 et de méme ordre que D. On conclut par hypothése de récurrence.
O

Proposition E.2.2. Soient P,Q € E. Alors le diviseur (P)—(Q) est prinicpal si et seulement si P = Q.

Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant que P # @. On a alors (P) — (Q) = div(fo)
pour une certaine fonction rationnelle fo € K(E) de degré zéro, admettant un zéro en P et un pole en
Q. Nous allons montrer que toute fonction rationnelle f € K(E) est une fraction rationnelle en fy, ce qui
conduira & une contradiction. Soit f € K(E). On distingue alors deux cas :

Premier cas : Supposons que ) n’est ni zéro ni pole de f. Alors fy est définie en tous les poles de
f (car Q est son unique pole) et donc on peut considérer :

g:= [[ (o~ fo(R)°rdstd

ReEFE
ordg(f)#0

Mais pour tout R € E tel que ordg(f) # 0, fo — fo(R) n’admet que @) comme pole et elle est de
degré 0 donc elle n’admet qu’un seul zéro qui est R d’aprés le point (i¢). de la proposition 3.1.12
donc :

div(fo — fo(R)) = (R) — (Q)
Puis, d’aprés le point (i7). de la proposition 3.1.12 :

divig)= > ordr(f)div(fo— fo(R) = Y ordg(f)(R) - > ordr(f) | (@)

ReFE ReFE ReFE
ord g (f)#0 ordr(f)0 ord g (f)#0

= Z ordr(f)(R) = div(f)

ReFE
ordg(£)#0

Donc f est proportionnelle & g d’aprés le point (iii). de la proposition 3.1.12 et c’est donc une
faction rationnelle en fj, de méme que g.

Deuxiéme cas : Supposons maintenant que @ est zéro ou pole de f. On a alors :

ordo(f£; %"y = ardo(f) — ordo (f)ordo(fo) = 0
Donc ff, orda(f) est une fraction rationnelle en fy d’aprés le cas précédent et c’est aussi le cas
pour f.
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En particulier, nous venons de montrer que X et Y sont des fractions rationnelles en fo, donc il existe
r,s € K(X) telles que :
r(fo)* = s(fo)® + As(fo) + B
Comme fj est non constante, le point (iv). de la proposition 3.1.12 assure que fj est surjective donc on
a:
r(X)? = s(X)* + As(X) + B
Or, ceci n’est possible que si r et s sont constantes, donc si X et Y sont constantes d’aprés le lemme

suivant.

Lemme E.2.3. Soient r,s € K(X) telles que :
r(X)? =s(X)*+ As(X) + B
Alors r et s sont constantes.

La démonstration de ce lemmme est élémentaire mais longue et technique. C’est pourquoi nous ne la
donnerons pas ici. Le lecteur intéressé pourra consulter les pages 32 et 33 de [§]. [

Théoréme E.2.4. D est principal si et seulement si son ordre et sa somme sont nuls.

Démonstration. = Si D est principal, on sait déja par le point (i7). de la proposition 3.1.12 qu’il est
d’ordre nul. En outre, la proposition 3.2.7 assure que D = e(P) 4+ n(O) + div(f) avec P € E \ {0},
e€{-1,0,1}, n € Z, f € K(E) et ord((P) + n(0O)) = ord(D) = 0. Ainsi, n = —e. Donc €((P) — (0)) est
principal, ce qui ne peut se produire que si € = 0 ou si (P) — (O) est principal. Si par 'absurde c’est le
deuxiéme cas qui se produit, alors P = O d’aprés la proposition 3.2.8, ce qui est exclus. Donc € = 0 et
D = div(f). Or, en repranant la preuve de la proposition 3.2.7, on voit que f est un produit de fonctions
dont les sommes des diviseurs sont nulles. Il s’ensuit que sum(D) = 0.

<= Réciproquement, supposons que D est d’ordre et de somme nulle. La prropsition 3.2.7 assure déja
que D = €(P) + n(0) +div(f) avec € € {—1,0,1}, n € Z, f € K(E) et ord((P) + n(0)) = ord(D) = 0.
On a de méme n = —e. Comme on sait que sum(div(f)) =0, on a alors :

O =sum(D) =¢(P - 0) =€P

donc € = 0 puisque P # O. On a donc D = div(f) et donc D est principal. O

E.3 Morphismes, isogénies.
E.3.1 Généralités.
Théoréme E.3.1. Pour qu’un morphisme ¢ soit une isogénie, il faut et il suffit que $(O) = O.

Démonstration. Si ¢ est une isogénie, on sait que ¢(O) = O. Réciproquement, supposons que ¢(O) = O.
On commence par montrer que ¢ est impaire, c’est a dire qu’elle vérifie ¢(—P) = —¢(P) pour tout
P € F,. Pour cela, on prouve le lemme suivant.

Lemme E.3.2. Tout morphisme v : By — FEy pair, c¢’est a dire vérifiant v (—P) = ¥ (P) pour tout
P € E; est constant.

Démonstration. En effet, on peut écrire le morphisme sous la forme ¢ = (f,g) avec f,g € K(F) et on
écrit f et g sous forme réduite f = f1(X) + Y f2(X) et g = ¢1(X) + Ygo(X) avec f1, f2, 91,92 € K(X).
Comme 9(P) = ¢(—P) pour tout P € E1, on a f(X,Y) = f(X,-Y) ce qui donne fo = go = 0 et donc
Wa(f1, f2) = 0, Wy étant le polynome de Weierstrass de la courbe Es. Ainsi, fi et fo sont constantes
d’aprés le lemme E.2.3. Donc ¢ est constante. O

Considérons :

$(P) + ¢(=P)
2

$(P) — ¢(=P)

¢+2PEE1|—> 9

et ¢_:PeFEr—

¢+ est pair donc constant égal & ¢4 (O) = O. Donc ¢ = ¢4 + ¢_ = ¢_ est impaire.
On montre maintenant que pour tout @ € E4, le morphisme :

ag: P € Evs ¢(P+Q)—6(P) — d(Q)

est nul. On considére pour ) € E 'application :

Po:PeE—¢(P+Q)-o(P-Q)
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Comme ¢ est impaire, 8¢ est paire donc constante égale a 5o (O) = 2¢(Q). On a donc pour tout n € N* :

P((n+1)Q) = ¢((n — 1)Q) + Bo(nQ) = ¢((n — 1)Q) +2¢(Q)

Ceci permet de montrer par récurrence sur n € N que ¢p(nQ) = ng(Q). Et ceci est vrai pour tout Q € Ej.
Soit maintenant @ € E;. Pour n € N*, comme [n] est non constante, elle est surjective et Q@ admet
donc un antécédant par [n], noté P. On a alors :

aQ(P) = ¢(P+ Q) — ¢(P) = ¢(Q) = ¢((n+ 1)P) = ¢(P) — ¢(nP) = (n + 1)¢(P) — ¢(P) — np(P) = O

Comme pour tout R € E[n], on a [n|(P + R) = @ donc ag(P + R) = O. Ceci étant valable pour tout
n € N*, et E[n] étant de cardinal n? lorsque car(K) = 0 ou lorsque n est premier avec car(K) ¢, on en
déduit que ag prend une infinité de fois la valeur O.

Supposons par I'absurde que ag # O. Alors 'une des coordonnées de «g admet une infinité de poles
ce qui contredit le point (¢). de la proposition 3.1.12. Donc ag = O et ce pour tout ) € E4, ce qui donne
le résultat. O

E.3.2 Isomorphismes et j-invariant.

Pour simplifier la preuve du résultat suivant, on se place dans le cas ou les coefficients A et B des
courbes considérées sont non-nuls. Ce résultat se généralise bien-str lorsque cela n’est plus vérifié.

Proposition E.3.3. Deuz courbes elliptiques E1 et Es sont isomorphes sur K si et seulement si elles
ont méme j-invariant. Si Ey et Es sont sous forme canonique, il n’existe que deux isomorphismes ¢ :
Ey — Es, qui sont de la forme :

P(X,Y) = (¥*X,£7°Y)

avec vy est une racine de ‘gégf Lou Wy i =Y2 - X3 — A X — By et Wy :=Y?— X3 A,X — By sont les
polynomes de Weierstrass de Fq et Fs.

Démonstration. => Supposons que F; et E, sont isomorphes. Ecrivons ¢ et ¢! sous forme réduite

0(X,Y) == (r1(X),Ys1(X)) et o1 (X,Y) := (ro(X),Ys2(X)). Comme ¢! oy =idg,, on a:
ro(r (X)) =X et Ys1(X)s2(r(X)) =Y

Donc r; est de degré 1 et s; est constante. Ecrivons donc 71 (X) = aX + b et s1(X) = ¢, avec a,b, c € K.
On sait qu’alors :

Y2 = (aX +0)° + Ap(aX +0)+ By (1) et Y =X+ A4X+B (2)

L’équation &) — (2) donne que ‘2—2 = 1 (en regardant le terme en X3), b = 0 (en regardant le terme

C
en X?), A; = %32 (3) (en regardant le terme en X) et By = 22 (4) (en regardant le terme constant).

1
2
o
’é i 2) ady _ Ay _ Ai1B> : : 3 :
L’équation o] donne B = B donc a = 1.5 Pbuis ¢ est une racine de a°. En fixant «, une racine de

A1 Bsy
A2By

on obtient donc que :

P(XY) = ("X, +9°Y)
(3) et (4) donnent alors A; = % et By = %. On obtient alors que :
172843 172843

'E pu— pu— :.E
J(En) AAT + 2782~ 443 + 27B2 J(E2)

<= Supposons que j(E;) = j(E2). En multipliant cette équation par (443 + 27B%)(4A3 + 27B2) et en

simplifaint les entiers (non nuls car p > 5), on obtient que A3B? = A3B? et donc A; = % et B = %
otll v est une racine carrée de ﬁ;gf. Donc ¢ de la forme annoncée est bien un isomorphisme. O

E.4 Ramification.

Proposition E.4.1. Si ¢ : Ey — E est un morphisme alors e4(P) est indépendant du point P € E,
choisi. On peut donc noter ey lindice de ramification d’un morphisme, indépendamment du point.

16. Ce résultat sera prouvé ultérieurement
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Démonstration. Commencons dans le cas o ¢ est une isogénie. On sait qu’alors pour tous P, Q € E, ¢(P+

Q) = ¢(P) + ¢#(Q), ce qui donne :
VPEE, ¢oTp="Typyod

et donc pour tous P € E, €porp,(O) = €7, 06(0). Or, d’aprés les points (i7). et (ii). de la proposition
précédente :
egorp (0) = €4(1P(0))er, (0) = €4 (P)
Et :
Erpimot(O) = €ryp) (G(P))eg(0) = €4(0)

Donc e4(P) = e4(O) et ce pour tout P € E.

Supposons maintenant que ¢ soit simplement un morphisme et notons @ := ¢(0O). Alors 7_¢ o ¢ fixe
O donc c’est une isogénie d’aprés le théoréme 3.3.5. On a donc e-_,04(P) = €r_,04(O) pour tout P € E.
Or, d’apreés les points (i). et (zi7). de la proposition précédente :

VP e E, eLQod,(P) = eﬂQ(gb(P))edj(P) = ey(P)
D’otu le résultat. O

Proposition E.4.2. Soit ¢ € Hom(E1, E2) une isogénie de forme réduite (r(X),Ys(X)). Alors ¢ est
séparable si et seulement si la fraction rationelle dérivée r'(X) est non nulle.

Démonstration. = Supposons que ¢ séparable. Alors e, = 1. En outre, ¢ n’est pas constante car sinon
elle serait nulle et on aurait e, = 0 donc elle est surjective. Comme il n’existe que trois points d’ordonnée
nulle et qu’il y a une infinité de points dans E; et Es, on peut donc trouver P € F; \ {O} d’ordonnée
non nulle tel que p(P) est distinct de O et d’ordonnée non nulle. D’aprés le premier cas de la preuve de
la proposition 3.1.12, X — r(zp) est donc une uniformisante en ¢(P) et ainsi :

1 =e, =ey,(P)=ordp(r(X)—r(zp))

Donc zp est zéro d’ordre 1 de 7(X) — r(xp) ce qui donne 1’ (xp) # 0 donc r'(X) # 0.

< Supposons que 7’(X) soit non nulle. Alors on dispose d’une infinité de points P € E; \ {O} tels
que r'(zp) # 0 et un nombre fini de points de E; \ {O} d’ordonnée nulle ou tels que p(P) soit nul ou
d’ordonnée nulle puisque ¢ n’est pas nulle. On dispose donc de P € E; \ {O} d’ordonnée non nulle tel
que @(P) soit nul et d’ordonnée non nulle vérifiant de surcroit, '(zp) # 0. X — r(xp) est donc une
uniformisante en ¢(P) tandis que zp est un zéro d’ordre 1 de r(X) — r(zp), ce qui donne :

€y = e(p(P) = OI‘dP(T(X) — T((EP)) =1
Donc ¢ est séparable. O

Corollaire E.4.3. En caractéristique nulle toutes les isogénies non-nulles sont séparables. Si car(K) =
p > 0, une isogénie ¢ définie sur E est inséparable si et seulement si elle s’écrit sous la forme p(X,Y) =
(r(XP), YPs(XP)).
Démonstration. En caractéristique nulle, une isogénie ¢(X,Y) = (r(X),Ys(X)) telle que 7'(X) =0, r
est une constante donc ¢ est constante donc nulle. On suppose donc que car(K) =p > 0.

<= Si p(X,Y) = (r(XP),YPs(XP)) alors % = pXP~1/(XP) = 0 donc ¢ est inséparable.

= Réciproquement, si ¢ est inséparable alors on peut 1’écrire sous la forme ¢(X,Y) = (r1(X),Ys1(X))

p=1
donc en multipliant I’ordonnée par 1 = (ﬁi{ﬂs) *  on peut en fait écrire p(X,Y) = (r1(X), YPs5(X)).

Posons 7 (X) = piX) ovec p1,q1 € K[X] premiers entre eux. On a :

q1(X)
_ (X))@ (X) — p1(X)qi (X)
q1(X)?
Donc p} (X)q1(X) = p1(X)¢i(X) donc, comme p; et ¢; sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
donne que ¢; divise ¢} et que p; divise p}, donc que pj = ¢; = 0 (pour raison de degré). Donc p;(X) =
p(XP?) et ¢1(X) = ¢(XP) avec p, q € K[X], puis r1(X) = r(X?) avec r := L.
Or, (Y?s9(X))? = r(XP)? + Ar(XP) + B donc :

SQ(X)2 _ r(XP)? + Ar(XP) +B) r(XP)3 4+ Ar(XP)+ B) r(XP)3 + Ar(XP) + B)

Y?2p (X34+AX +B)» X34 ArXP 4 B

Donc s2(X)? est une fraction rationnelle en X7, donc sa dérivée 2s5(X)s2(X) est nulle. Donc s2(X) =

(X)
0 ou s5(X) = 0. Dans les deux cas s2(X) = s(XP) pour un certain s € K(X). Donc ¢(X,Y) =
(r(XP),YPs(XP)). O
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E.4.1 Polynéme d’annulation d’une isogénie.

Définition E.4.4. Si ¢ € Hom(FE1, E3) est une isogénie non nulle, alors appelle polyndéme d’annulation

de ¢ et on note :
m

fap = H(X - xl)
i=1

ot les x; sont les abscisses des points de ker(v) \ {O} comptées une seule fois.

On peut faire agir le groupe de Galois Gal(K/K) sur les points de E en prenant pour tout o €
o-P:= { (o(zp),o(yp)) siP#0O
. o siP=0

On remarque immédiatement que P € E(K) si et seulement si P est invariant sous l'action du groupe
de Galois (comme conséquence de la proposition 5.4.1. de [6]). On vérifie aisément avec les formules
d’addition des points et la propriété de morphisme de corps des éléments de Gal(K/K), que :

VP,Q € E,Vo € Gal(K/K), ¢-(P+Q)=0-P+0-Q

Proposition E.4.5. ¢ est définie sur K si et seulement si ker(p) est invariant sous l’action de Gal(K/K).
Si tel est le cas alors f, est dans K[X].

Démonstration. Ecrivons la forme réduite : ¢(X,Y) := (r(X), Ys(X)).
= Supposons que ¢ est définie sur K. Alors pour tous P € E(K) \ ker(¢), Q € ker(p) et o €
Gal(K/K) :
p(P)=o0p(P)=0-p(P+Q)=0-¢(P)+0-9(Q)

Or P+ Q € By \ ker(¢) donc P + @Q n’est pas pole de 7 et Y's et ces fonctions sont dans K(£), de sorte
que pour tout o € Gal(K/K) et :
o (P +Q) = (0(r(zp+q)) o(yr+qs(zpr+q))) = (r(o(zpr1q)), o (yr+Q)r(c(zr1q))) = ¢(o - (P + Q))

p(o-P)+p(0-Q)

On a donc O = - p(Q) = p(o - Q) donc o - Q € ker(yp) et ce pour tout o € Gal(K/K) et Q € ker(p).
Donc ker(y) est invariant sous P'action de Gal(K/K).

<= Cette implication, qui ne sera pas utilisée, est admise.

En outre, si ker(¢) est stable sous 'action de Gal(K/K), alors les racines de f,, sont aussi stables sous
action de Gal(K/K) et donc f, € K[X]. Ceci termine la preuve. O

E.5 L’isogénie [n] et le groupe de n-torsion Eln]|.
E.5.1 L’isogénie [n].

Lemme E.5.1 (propriétés de la forme réduite). (1). Sin n'est pas multiple de car(K) alors :

"moy= L et s,(0) = &

deg(rn) =2, deg(s,) =0, X n2’ n3

(ii). On a pour tous n,m € N* tels que car(K) ne divise pas n,m,n+m et n —m :
div(rn —rm) = (E[n+m]) + (E[n — m]) — 2(E[m]) — 2(E[n])

Démonstration. (i). On prouve le résultat par récurrence forte sur n € N* non divisible par car(K).
Le résultat est trivial pour n = 1. On a d’aprés les formules d’addition, pour n =2 :
(3X2 + A)? X4~ 2AX? — 8BX + A2

—-2X =
4Y2 4(X3 4+ AX + B)

Ty =

Et :
rh X% +5AX*4+20BX3 —5A4%2X? —4ABX — A3
So = — =
S 8(X3 + AX + B)?
Comme, deg(X) = 2 et deg(Y)
expressions en O, on trouve bien
sont légaux puisque car(K) > 5.

3, on a deg(ra) = 2 et deg(sz) = 0. Puis, en évaluant ces
(0) =

2 7 et 55(0) = 1. Notons que tous les calculs faits ici
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Pour prouver I’hérédité, commengons par vérifier que si ¢ > 3 n’est pas divisible par car(K) alors
il existe n, m € N* distincts tels que n +m = ¢ et car(K) ne divise pas n et m. Si ¢ — 1 n’est pas
divisible par car(K), il suffit de prendre n = ¢—1 et m = 1. Sinon, n = ¢ —2 et m = 2 conviennent.
Comme car(K) > 5, le cas ¢ = 2 ne pose aucun probléme. On a d’aprés les formules d’addition :

2
T'q(X) :Y2 (4?71 _:m) —Tn —Tm
n m

Comme deg(r,) = deg(r,,) = 2, deg(s,,) = deg(s,,) = 0 par hypothése et deg(Y?) = 6, on obtient
qu’alors deg(r,) < 2. Mais :

2
g0y~ X2 (=2 ()~ o) - 2
2
X34+ AX + B [ s, — $m Tn T'm
- () 0-F0- %o
G-t N N S S
e/ Pomt (ndm)? @
Donc deg(ry) = 2 puisque ce dernier terme n’est pas nul. En outre, s, = %" et donc deg(sq) =

deg(rq) —2 = 0. Puis, le rapport des coeflicients dominants du numérateur et du dénominateur de
ry, égalise celui de rq en vertu d'un calcul facile donc ) (0) = %(0) = q%, puis s,(0) = q%. D’ou
l'itération et le résultat.

(ii). Ce fait ne sera pas prouvé en entier car la preuve est simplement trés calculatoire. Le lecteur
intéressé pourra la trouver aux pages 46 et 47 de [8]. Nous ne donnons ici que l'idée principale : la
détermination des zéros et des poéles de r, — r,,. On voit que si P € FE est zéro de r, — r,,, alors
T[p)p = T p donc [n]P = £[m]P ie [n£m]P = O donc P € E[n+m]U E[n —m]. Si maintenant
P est un pole de r, — ry,, alors P est pole de 'une des deux fonctions c’est a dire dans E[n| ou
E[m]. Il reste maintenant & calculer les ordres, ce qui se fait par une disjonction de cas assez longue
et pénible ou 'hypotheése car(K) ne divise pas n + m et n — m intervient pour pouvoir utiliser les
relations 7], = ns, et 1, = msy,.

O

E.5.2 Compléments sur le polynéme de division.

Proposition E.5.2. 1), est un polynéme de K[E] donné par :

nfim)(X)  sin est impair

Un(X,Y) = { ny J;[[Z]](())g)) sin est pair

ot fin)(X) est le polynéme d’annulation de [n] dont I’ensemble des racines est I’ensemble des abscisses
des points de E[n] \ {O}.

Démonstration. Supposons n est impair. Alors E[n] N E[2] = {O} donc tous les zéros de ¥,, sont d’or-
donnée non-nulle. Donc si P € E[n] est un zéro de ¥,,, on a P # O et yp # 0. On sait qu’alors :

div(X — zp) = (P) + (—P) — 2(0)

avec P et —P distincts. Il s’ensuit que fj,) et ¥,, ont méme diviseur donc que ¥,,(X,Y) = nfp,)(X) en
regardant le coefficient dominant.
Supposons n pair. On a toujours pour tout P € E[n] \ E[2] :

div(X — zp) = (P) + (=P) — 2(0)

Et en outre, comme Y est de degré 3 et que ses zéros sont tous les points de E[2] \ {mO}, on a :

div(Y) = > (P)-4(0)

PEE[2)

Donc YJ}[[’;]]((;()) et ¥,, ont méme diviseur donc que ¥, (X,Y) = nYJ;C[[Z]]((;))

dominant. 0

en regardant le coeflicient
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Proposition E.5.3. Soient n,m € N* vérifiant n > m. Si car(K) ne divise pas n,m,n —m et n+m
alors :
Ynim¥n_m

LA

Tn —Tm = —

Démonstration. D’aprés le point (i¢). du lemme 3.4.4, on voit que div(r, — ry,) = div (%) Ces
fonctions sont donc proportionnelles d’aprés la proposition le point (¢i7). de la 3.2.4. Or, d’aprés le point

(7). du lemme 3.4.4, le coeflicient dominant de r,, — r,,, (qui est de degré 2) vaut :

Th —T 1 1
%(@) - -
n m
Tandis que le coefficient dominant de % vaut :

(n+m)(n—m) 1 1

n2m?2 - m?2 2
D’ou 'égalité. O
En appliquant ceci avec m = 1, on obtient le :

Corollaire E.5.4. Soit n € N* tel que car(K) ne divise ni n, nin — 1. Alors :

XU 0, W
_ i

Tn

On peut aussi obtenir une définition de la suite des polynémes de division par récurrence en exprimant
Ton — T €t Top11 — 7 de deux fagons différentes.

Proposition E.5.5. Supposons que car(K) = 0. Alors :
Uyi=1, Uy:=2Y, U3:=3X"4+6AX°+12BX—-A% U, :=4Y(X°4+5AX*+20BX3-4ABX - A*+8B?)
Et :

Wopy1 i= Uy Ud — W, U2 pourn > 2

v, (U2_ W —U,,_,U?
Uy, 1= (Ps n+22Y —2¥4) pourn >3

A partir de ces relations de récurrence et des formules d’addition des points, on obtient aussi le :

Corollaire E.5.6. Soit n € N* tel que car(K) ne divise pas n —2,n — 1,n,n+ 1. Alors :

- \Ij2n o \I’%_l\ljn-&& - \I’n—Q\IJ%_H

ST YU

Remarque : Il est possible de définir la suite des polyndémes de division par récurrence méme lorsque
car(K) # 0 en prenant les relations de la proposition précédente. On peut alors montrer que les corollaires
E.5.4 et E.5.6 sont vrais pout tout n € N*. Cela fait Pobjet de l'exercice 3.7. de [7].

Notons que ces polyndmes dépendent & priori de X,Y, A et B. On peut donc les considérer comme
des polynomes de Z[X,Y, A, B].

A partir des formules récursives, on peut aussi montrer par récurrence le :

Lemme E.5.7. On a dans Z[X,Y,Z, A, B] :

U, (722X, 723, 7*A, Z°B) = 2" 710, (X,Y, A, B)

E.6 Couplage de Weil.
Proposition E.6.1 (propriétés du couplage de Weil). (). e, est bilinéaire :

en(Pr+ P2, Q) = en(P1,Q)en(2,Q) et en(P, Q1+ Q2) = en(P,Q1)en(P,Q2)

pour tous P, P, P»,Q,Q1,Q2 € E[n].

(ii). e, est altéernée e, (P, P) = 1 pour tout P € E[n] et e,(P,Q) = e,(Q, P)~! pour tous P,Q €

(iii). e, est non-dégénérée e, (P,Q) =1 pour tout P € E[n] si et seulement si Q = O.
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(iv). Le couplage de Weil est compatible. C’est a dire que :
enm(P7 Q) = en([m]P7 Q)

pour tous n,m € N* non divisibles par car(K), P € E[nm] et Q € E[m].

Démonstration. (i). Soient P, Py, Py,Q,Q1,Q2 € E[n]. Alors comme T +—— gZ(PTi(;)Q) est indépen-

dante de T' € E \ {—Q}. On applique donc la formule définissant le couplage de Weil & T et

T+ P :

gQ(T+ P1 + PQ) _ gQ(T+P1) gQ(T+P1 +P2)
9Q(T) 9q(T) 9Q(T + P1)

Le théoréme E.2.4 assure l'existence de f € K(E) telle que div(f) = (Q1+Q2) — (Q1) — (Q2) +(0O).

Soient ()] et Q) des antécédents respectifs de Q1 et Q2 par [n]. Alors ’ensemble des zéros de f o [n]

est (Q) + Q4 + E[n]) U E[n] et Pensemble des ses poles est (Q} + E[n]) U (Q4 + Eln]). Tous ces
zéros et ces poles sont d’ordre 1 donc :

div(foln)= Y (R+@+Qy)— > (R+Q)— > (R+QH+ > (R

en(P1+P27Q): :en(PlaQ)en(PQvQ)

ReE[n] ReE[n] ReE[n] ReE[n]
= Y (R+QI+Q)—(R)]— DY (R+Q)—-(R]- Y. (R+@Q)—(R)
ReE(n] ReE(n] ReE(n]

= div(ng-‘er) - diV(ng) - diV(ng)
Donc quitte & multiplier f par une constante non nulle, on peut supposer que :

fo [77,] _ 9Q1+Q2

et donc g, 1@, = 99,9q.(f o [n])
9Q19Q:

D’ot, en appliquant la formule définissant le couplage de Weil en O :

_ 90:+@:(P) _ 90,(P)gq,(P)f([n]P)
9Q1+Q2 (O) 9o (O)ng (O)f([n]@)

Comme [n]P = O, les facteurs en f s’éliminent et on obtient e, (P, Q1+ Q2) = e, (P, Q1)en (P, Q2).

(ii). Soient P € E[n] et P’ un antécédant de P par [n]. Pour tout @ € E, on rappelle que 7¢ est la
translation de Q. Comme div(fp) = n(P) — n(0O), on a div(fp o 7,p) = n(—[i — 1]P) — n(—[i]P)
donc :

en(P, Q1+ Q2)

div (f[ fro p> = S div(fpomp) = S ln(~[i - 1P) — n(—[i]P)
1=0 =0

= = =0
— Z_: n(~[i]P) - z_: n(~[i]P) =0

La derniére égalité venant du fait que [~1]P = [n — 1]P puisque P € E[n]. Ainsi, [[}2) fp o Tip
est constante d’aprés le point (4ii). de la proposition 3.1.12. Comme fp o [n] = g}, et T;p o [n] =
[n] o Tj;pr, o0 &

(HQP 07’in> = HfP o[n]oTip = (H fr OTiP) o [n]
i=0 i=0 i=0

Et ([[2o gp o Tipr)" est donc constante. Donc []}2, gp o 7ips prend un nombre fini de valeurs et ne

peut étre surjective, donc elle est constante. On a donc en évaluant cette fonction en T et T + P’
pour T € E tel que T + iP’ ne soit ni zéro ni pole de gp pour tout i € {0,--- ,n— 1} :

[Tor(@+iP)=]]gp(T+ i+ 1)P)
i=0 1=0

Donc en simplifiant gp(T') = gp(T +nP’) = gp(T + P) et ainsi e, (P, P) = 1 par définition de e,,.
En combinant (7). et ce que nous venons de montrer, on obtient pour P,Q € E[n] :

l=en(P+Q,P+Q)=en(P,Plen(P,Q)en(Q, Plen(Q,Q) = en(P,Q)en(Q, P)
Donc e, (P,Q) = e, (P, Q) L.
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(iii). On commence par prouver le lemme difficile suivant.

Lemme E.6.2. Soit f € K(E) telle que pour tous P € E[n] et Q € E, on ait f(Q + P) = f(Q).
Alors il existe g € K(E) telle que f = go [n].

Démonstration. Considérons les sous-corps de K(FE) suivants :
L:={feK(E)|VYPeE], forp=f} et M:={go[n]|geck}

et le groupe G formé par les automorphismes op : f € K(E) — f o7p € K(E) pour P € E[n].
Ce groupe est d’ordre n? par hypothése. L étant un sous-corps K(E) invariant sous l’action de G,
le lemme d’Artin (voir théoréme 5.4.2. de [6]) assure alors que [K(E) : L] = n?. Sachant qu’il est
clair que M C L, il suffit de montrer que [K(E) : M] < n? pour obtenir que L = M et conclure.

En reprenant les notations du paragraphe 3.4.1, on obtient que r,,(X) = X o[n] et que Y's,(X) =

Y o [n]. Ces fonctions sont donc dans M. En outre, on a d’aprés le corollaire E.5.4 :

_ pr% - wn—lwn—&-l
e 02

Comme 92 et 1, 11,41 sont des polynomes en X de degrés respectifs n? —1 et
n?, on obtient que X est racine d’un polynéme de degré au plus n? a coefficients dans M. Donc

M(X) est une extension de degré < n? de K(X).
Mais K(E) = M(X,Y) et Y = 3;0([;]) € M(X) car Y o [n] € M. Donc K(E) = M(X) et ainsi
[K(E): M] =[M(X): M] <n? Dot le résultat. O

donc Xw% - wn—lwn-ﬁ-l - %%Tn =0

(n=1)°+(n+1)°-2 _
2

On a e, (P, Q) = 1 pour tout P € E[n] par hypothese donc g (P + R) = gq(R) pour tout R € E
et donc le lemme précédent assure existence de hg € K(E) telle que gg = hg o [n]. Il s’ensuit que
(hq o [n])" = g = fq o [n] donc par surjectivité de [n], h¢) = fo. Donc :
ndiv(hq) = div(h¢,) = div(fg) = n(Q) — n(O)
Donc div(hg) = (Q) — (O) et ainsi (Q) — (O) est principal donc @ = O d’aprés la 3.2.8.
(iv). On a:
div(f3) = mdiv(fq) = nm(Q) — nm(O)
Et:
(9q o [m])™™ = (g9g)™ o [m] = (fq o [n])™ o [m] = f§' o [nm]
Donc on peut substituer (fg', ggo[m]) a (fq, 9¢) pour définir ey, d’apres la définition du couplage
de Weil. Ainsi, pour R € E quelconque, on a :
_gee[ml(P+R) _ go([m]P +[m]R)

comPQ ==l ® . go(miR)

= en([m]P, Q)

E.7 Isogénie duale.
Proposition E.7.1. Si ¢ € Hom(E1, E) alors il existe p € Hom(Es, Ey) telle que :
pop=ldeg(p)lp, et Pop=[deg(¥)lr,

Cette isogénie est unique lorsque ¢ est non nulle et elle est donnée par la formule :

pP) =lel| >, @- > R

Qep~1({P}) Rep~1({0})
pour tout P € Fy. ¢ est appelée 'isogénie duale de .

Démonstration. Pour démontrer ’existence, on vérifie simplement que la formule précédente convient.
Soit P € E5. Alors comme ¢ est un morphisme de groupes :

pod(P)=le| > w@- Y e® )=l > P- > O

Qew=({P}) Rep=1({0}) Qe '({PY)  Rep ({0}
= [eo] o [l ({PHINP) = [eg] o [[ker(0) J(P) = [e, [kex(¢)|](P)
= [deg(¥)]P
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Et si P € Ey, alors comme @ — P décrit ¢~ 1({O}) quand Q décrit o~ ({p(P)}) :

@ow<P>=[ew]< >oooe- Y R>=[e¢]< >ooooe- Y (Q—P))
(P)})

Qe ({e(P))  Rep~'({O}) Qer'({e(P))  Qer~'({y
= leel o [l {e(P)H(P) = [deg(p)] P

D’ou lexistence.
Pour 'unicité, il suffit de remarquer que si ¢’ vérifie les mémes hypothéses que ¢ alors (¢’ —@)op =0
donc que ¢ — ¢’ = 0 puisque ¢ est surjective lorsque ¢ est non nulle. O

Proposition E.7.2. Soit ¢ € Hom(FE1, Es), ¥ € Hom(FEs, E3) des isogénies. Alors :
(i) Yop=¢oi.
(ii). Si car(K) ne divise pas n alors ¢ et ¢ sont adjointes pour ey, :

V(P,Q) € Erln] x Ea[n], en(p(P),Q) = en(P,¢(Q))

(iii). ¢ +v =@+ ¢.

—

(iv). [n] = [n] et deg[n] = n? pour tout n € N.
(v). deg(p) = deg().
(vi). ¢ =.
Démonstration. (i). On a d’apreés les propriétés de 'isogénie duale et du degré :

poorpop=poldeg()] oy = [deg(¥)] ooy
= [deg(1))] o [deg()] = [deg(e))deg(¢)] = [deg(1) o ¥)]

On montre de méme que 1o po@oth = [deg(w o )], et on conclut par unicité de l'isogénie duale.

(ii). On a pour R € E donné e, (o(P),Q) = %. Considérons :

Di=c, >, (R)—ep D <R>([e¢] Y. Rl ) R)+(0>
)

Rep~1({Q}) Rep~'({O} Rep='({Q}) Rep~'({0O})

Alors sum(D) = 0 et ord(D) = 0 donc le théoréme E.2.4 assure que D est principal. Soit donc
h € K(FE) telle que D = div(h). Mais alors, comme div(f) = n(P) — n(O), on a :

div(fQ O‘p) = div(f o ¢) — ndiv(h)

hn
= > ordp(fep)(R)— D ordg(fop)(R) - ndiv(h)

Rep=1(1Q}) Rep=1({0})
= ne,, ( oo m- > (R)> — ndiv(h)
Rep='({Q}) Rep—1({0})

—n<[e¢] > R-le] > R>n(0)

Rep=t({Q}) Rep~1({0})

=n((Q)) —n(0)

Et :
(ngw)": foolnlop _foowoln] _ foo o [n]
ho[n] (hofn))r — (ho[n))" hn
On peut donc prendre fg) = 1222 et g4q) = hafny- Alors comme [n]P = O :

_9009(R+P)_ho[l(R)

(PRl =0 o) hof(B + P)
_g0(@lB) +o(P)_ h(nR) _ _ gole(R) +o(P) _
=T @) AR WP)  gole(R) Q)

D’ou le résultat.

101



(iii). Par hypotheése, car(K) # 2 donc on peut appliquer la proposition précédente avec n = 2™ pour
m € N*. On obtient alors pour tout (P, Q) € E1[n] x Ez[n], avec la bilinéarité du couplage de Weil
et le théoréme précédent :

—

en(P, o +9(Q)) = enl((p + ¥)(P), Q) = en(p(P) + ¥(P),Q) = en(p(P),Q)en(v(P), Q)
= en(P,$(Q))en(P,¥(Q)) = en(P, ¢(Q) +1(Q))

Donc e, (P, m(Q) —¢(Q) —¥(Q)) = 1 par antisymétrie et bilinéarité de e,,. Ceci étant valable

pour tout P € Ej[n], la non-dégénérescence de e, assure que m(@) —o(Q) —¢¥(Q) = O et

ce pour tous @ € Ex[n| et tout m € N* (avec n = 2™). Or, |E[2™]| = 4™ d’aprés le lemme 3.4.1.
Donc m —p— zZ est une isogénie de noyau infini, donc nulle. D’ou le résultat.

(iv). On procéde par récurrence sur n € N pour prouver que [71\] = [n]. Il est clair que [/é\] = [0] et que
[/1\] = [1] (vu que [1] est séparable vu que X’ = 1 # 0 donc de degré |ker[1]| = |[{O}] =1 et que
[1] o [1] = [1]). Soit n € N*. Supposons que [/n\] = [n]. Le point (i7). assure alors que :

[n+1] =[]+ 1) =[]+ [1] =[] + 1] = [n + 1]
Donc on a bien [n] = [n] pour tout n € N. Ainsi :

[deg([n])] = [n] o [n] = [n] o [n] = [n?]

Donc [deg([n]) — n?] = 0 et ainsi deg([n]) — n? = 0 puisque [m] est non constante dés que m # 0

(fait que nous prouverons dans le paragraphe suivant). Donc deg([n]) = n?.

(v). On a d’aprés le point précédent :

(deg(y))? = deg([deg()]) = deg(p 0 ¢) = deg(p)deg()

Donc lorsque ¢ # 0, deg(yp) # 0 et deg(¥) = deg(p). Et ceci est encore vrai pour ¢ = 0 puisqu’on
a alors ¢ = 0.

(vi). Le point précédent assure que l'on a dans Fj :
¢ o ¢ = [deg(p)] = [deg(¢)]

De méme ¢ o ¢ = [deg(p)] dans Es. Donc ¢ = ¢ par définition et unicité de I'isogénie duale.
[

E.8 Module de Tate.
Proposition E.8.1. Sil # car(K) alors T)(E) est isomorphe a Z3 en tant que Z;-module.

Démonstration. D’apreés le théoréme 3.6.5, on dispose pour tout n € N*, d’un isomorphisme de groupes
a @, = (¢n,¥n) : E[I"] — (Z/1"Z)?. On amerait pouvoir prendre comme morphisme de Z,-modules :

D TZ(E) — Zl2
(Pn)HEN* — ((‘bn(Pn))nEN*v (wn(Pn))neN*)

Toutefois, rien ne prouve que ce morphisme est bien défini, puisqu’il faudrait vérifier que :
VI<n<m, Gm(Pn) = on(Po) I"] et m(Pn) =vn(Pa) "] (%)

Nous allons construire par récurrence sur n € N* une suite de morphismes de groupes (i)n)neN* qui vérifie
().
Initialisation : On prend ®; = ®.
Hérédité : Supposons construits les n premiers termes de la suite pour n € N*. Posons P :=
d-1((1,0)) et Q := ®,,1((0,1)). Alors P et Q sont d’ordre I™ et engendrent E[I"]. Soient P;,Q; € E
des antécédants respectifs de P et @ par [I] (qui existent car [I] est surjective). Montrons que P;
et Q1 engendrent E[I"T]. Soient a,b € Z/I"17Z tels que aP; +bQ1 = O. Alors en multipliant par
[, et en composant par ®,,, on obtient que a,b = 0[I"]. Mais alors a et b valent soit 0 soit {" dans
Z/I"Z. Le cas (a,b) € {(0,1™), (I",0)} est exlus car il donnerait que P; ou @ est d’ordre I et donc
que P ou Q est d’ordre I"~1. Le cas (a,b) = (I",I") est aussi exclus car il donne en composant
par ®,, que ["~! = 0[I"]. Donc a = b = 0. Ainsi, (a,b) € (Z/I""'Z)? — aPy +bQ; € E[I""1] est
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injective donc surjective par égalité des cardinaux et aisni P; et @Q; engendrent E[I"*1]. On pose
alors :

(i)n+1(P1) = (1,0) et &)nJrl(Ql) = (0, 1)
dans (Z/1"*'Z)%, ce qui suffit a définir Phiy 1. Cest bien un isomorphisme de E[I"!] vers
(Z)1"T17)2, qui vérifie en outre :

VP € BII", @i (P) = 0, ([I1P) 1]

par construction.

Il est aisé de vérifier que la suite ainsi construite vérifie (x), ce qui donne bien le résultat voulu. [

E.9 Résultats profonds de géométrie algébrique.

Nous sommes jusque la resté a un niveau d’algébre assez élémentaire pour faciliter les démonstra-
tions. En particulier, la notion de dégré introduite était plus analytique qu’algébrique afin d’étre plus
manipulable.

Toutefois, nous avons désormais besoin de résultats plus forts sur les isogénies, notamment ceux
démontrés par Jacques Vélu dans [10]. Nous nous référons donc cette fois-ci a [?] en faisant le lien avec le
point de vue de [8]. Comme les résultats invoqués sont plus difficiles, nous omettrons certaines preuves.

Pour raison technique, nous supposerons dans tout ce paragraphe que K est de caractéristique nulle,
ce qui nous assure que tous les corps considérés ici sont aussi de caractéristique nulle, donc parfaits (cadre
idéal pour appliquer les résultats de annexe C et de [6]). On sait aussi par ailleurs que toute isogénie ¢
non nulle est non ramifiée (voir corollaire E.4.3), de sorte que deg(p) = |ker(yp)].

Etant données deux courbes elliptiques F; et E5 et un morphisme ¢ : £y — E5, on définit I'appli-
cation :

9" : f € K(Ez) — fo¢ e K(En)

qui est un morphisme de K-algébres. Si ¢ est non constant, ¢* est induit méme injective car si f, g € K(FEy)
vérifient f o ¢ = go ¢ alors f(P) = g(P) pour tout P € Ey (¢ étant surjective) et donc f = g. Ainsi, ¢*
induit un isomorphisme de K-algébres entre K(FEs) et ¢*K(E2) et on peut donc définir un isomorphisme
réciproque ¢* L.
Proposition E.9.1. Si ¢ € Hom(E, E3) alors :

deg(p) = [K(E1) : ¢"K(E)]

Démonstration. Nous allons appliquer la proposition D.3.7 en prenant ¢*K(FE5) pour K, K(E;) pour L,
©*K[E3]o pour A et p*M(Es)o pour p. Toujours dans l'esprit des notations de la proposition D.3.7,
on note B la cloture intégrale de *K[Es]o dans K(E;). Les idéaux de B divisant p sont de la forme
B := M(E1)p pour P € ker(y). On a donc d’aprés la proposition D.3.7 :

[K(E1) : o K(E2) = ewypfo/p
Blp

Mais pour tout B := M (E1)p|p, ex/p est la valuation ordp minimale de p donc :

€B/p = ew(P )
d’apreés la formule du point (%). de la proposition 3.3.10. B
Puis, fu,, = [B/B : A/p] = 1 puisque B/B = A/p = K. Pour une démonstration de ce fait, il
s’agit de développer toutes les fonctions de K(F;) en série formelle & coefficients dans K, en prenant
une uniformisante en P comme paramétre. Le développement est fait dans le cas P = O dans la section

concernant le groupe formel.
Comme e, est constante, on obtient donc finalement que :

[K(E1): " K(Ba)l = > ep(P) = [ker(p)|e, = deg(e)
Peker(y)

O

Remarque : Le résultat précédent et sa preuve sont toujours valables en caractéristique non nulle et
lorsque ¢ est inséparable.

103



Proposition E.9.2. L’application :

O ker(p) — Aut, K(E1))

*
P — 715

*K(Ez)(

ou Tp désigne la translation de P, définit un isomorphisme de groupes. En conséquence, l’extension
K(E1)/¢*K(E2) est galoisienne.
Démonstration. On commence par vérifier la bonne définition de ®. Soit P € ker(¢). Alors ¢ = @ o7,
donc pour tout f € K(E») :

Tp(¢"(f)) = foporp=fop=¢"(f)
Donc 7} fixe p*K(E2) donc c’est un morphisme de ¢*K(FEs)-algébres. En outre, 75 est bijectif de reci-

proque 7* , ce qui prouve bien que 75 € AutwK(E”(K(El)).
Puis, si P, Q € ker(y), alors pour tout g € K(E}) :

(P +Q)(9) =goTriq=ygoTQoTP = ®(P) o 2(Q)(9)
Donc ® est un morphisme de groupes.
Soit P € ker(y) tel que ®(P) = idg ,- Alors pour tout f € K(E,), foT1p = f donc en prenant
f =1, on obtient 7p = idg, donc P = O (en évaluant cette égalité en O). Donc P est injective.
La proposition précédente et la séparabilité de ¢ (car(K) = 0) assurent que [K(E;) : ¢*K(Es)] =
deg(p) = |ker(p)| et un résultat classique de théorie de Galois donne alors que :

[Aut,, (K(E)| < [K(E1) : ¢"K(E)] = [ker(yp)|

*K(E2)

Ce qui permet de conclure a la bijectivité de ®. Rappelons simplement le résultat de théorie de Galois
invoqué. K(E1)/¢*K(E>) est une extension finie de corps parfait de degré |ker(¢)| donc le théoréme
de 'élément primitif (théoréme 4.6.2 de [6]) assure I'existence de f € K(E;) de degré |ker(¢)| tel que
K(E;) = ¢*K(E2)[f]- Un élément o € AU%*K(EQ)(K(El)) est donc entiérement déterminé par sa valeur

o(f) qui est forcément un ¢*K(E5)-conjugué de f (qui est de degré |ker(¢)|) et il y a donc au plus |ker(¢)]

éléments dans Autgo*K(Eg)(K(El))'

Comme @ est bijective, 'inégalité |AutwK(E2)(K(E1))| < |ker(¢)| est en fait une égalité et on obtient
donc que tous les ¢*K(Fp)-conjugués de f sont les o(f) € K(E1) pour 0 € Aut.gp,) (K(E1)) et donc
que K(E1)/¢*K(E>) est galoisienne. O
Proposition E.9.3. Soient Ey, Fs, E5 des courbes elliptiques définies sur K, ¢ € Hom(E1, FE3) et ¢ €

Hom(E1, E3) des isogénies telles que ker(yp) C ker(y). Alors il existe une unique isogénie A € Hom(E2, E3)
telle que :

Yp=Aop
Démonstration. Tout point P € ker(p) est aussi dans ker(¢), de sorte que 75 € Gal(K(E1)/¢*K(Es))
d’apres la propostion précédente et donc que 75 fixe K(E3). Mais comme tous les éléments du groupe de
Galois Gal(K(E1)/¢*K(E2)) sont de la forme 7 pour P € ker(¢) d’aprés la proposition précédente, on
obtient que Gal(K(E1)/¢*K(E?)) fixe »*K(E3) et donc que :

V"K(E3) C ¢ K(E2)

d’aprés un résultat classique de théorie de Galois (proposition 5.4.1 de [6]).
Considérons donc le plongement :

L= oioyt i K(Es) — K(By)

ot i est I'inclusion canonique de ¢*K(F3) dans ¢*K(FE3). Posons alors A := (1(X3),:(Y3)) oit X3 et Y3
sont respectivement les fonctions abscisse et ordonnée de Ej3. Si I'on note Wy et W3 respectivement les
polynomes de Weierstrass de Ey et E3 on obtient 1’égalité suivante dans K(FE3) :

Wi (1(X3), 1(X3)) = «(W3(X35,Y3)) = ¢(0) =0
Donc \ est bien un morphisme de E» dans Es. En outre, pour tout f € K(Ej3) :

AN(f) = fod=flu(Xs),0(Ys)) = o(f(X2,Y2)) = o(f)

De sorte que :
fod=¢" Toioy™(f) e @ (fod)=v*(f) ie. folop=fou
Donc en particulier Xgo Aoy = Xgo1 et Ys0Aow = Y301, puis finalement A o ¢ = 1. O
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Le nouveau formalisme introduit permet de montrer rapidement un résultat trés pratique sur les
isomorphismes.

Proposition E.9.4. Soit ¢ € Hom(E1, Es) une isogénie de degré 1. Alors ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. Comme ¢ est de degré 1, on sait qualors K(E;) = ¢*K(E»). ¢* : K(Ey) — K(E;)
est donc un automorphisme de K-algébres. En posant 1 := (¢*~*(X1),¢* (Y1), on obtient que 1 est
une isogénie telle que ¢¥* = ¢* ', X7 et Y; étant respectivement les fonctions abscisses et ordonnées de
E;. On en déduit que (po)* = ¢@* op* = idK(El) et que (Yo p)* = idK(E2)~ En évaluant ces égalités
en les fonctions abscisses et ordonnées, on en déduit que 1 o ¢ = idg, et p o) = idg,. Donc ¢ est un
isomorphisme. [

Voici un résultat plus difficile qui est le point de départ des travaux de Vélu. Nous n’en donnerons
pas la preuve puisqu’elle requiert la maitrise d’'un peu de géométrie algébrique en genre quelconque qui
est assez périphérique pour le travail que nous menons.

Théoréme E.9.5 (admis). Soit G un sous-groupe fini d’une courbe elliptique E. Alors il existe un couple
(p, E') ot E' est une courbe elliptique et ¢ une isogénie de Hom(E, E') telle que ker(¢) = G. Le couple
(¢, E') est unique & isomorphisme pres.

Remarque : Par propriété universelle du quotient, ¢ induit un isomorphisme de groupes entre E/G et
E'. Ainsi, E/G a une structure de courbe elliptique (ce qui n’a rien d’évident a priori).

E.10 Courbes elliptiques sur F,.
E.10.1 Isogénie de Frobenius et théoréme de Hasse.

Proposition E.10.1. L’isogénie de Frobenius Fryn est inséparable tandis que [m] — Fryn est séparable si
et seulement si p ne divise pas m. En particulier, [1] — Fr, est séparable.

Démonstration. Posons ¢ = [m] —Frpn. Si ¢ est inséparable alors ¢ s’écrit comme fonction de X? d’aprés
le corollaire E.4.3 et d’aprés la formule d’additions des points, il en est de méme pour ¢ + Frpn = [m)],
qui est donc inséparable. Réciproquement, si [m] est inséparable alors ¢ = [m] — Fr,» Pest aussi en vertu
du méme argument (expression comme fonction de X? et formule d’addition des points). Ainsi, ¢ est
inséparable si et seulement si [m] est inséparable.

Or, [m] est inséparable si et seulement si elle s’écrit sous la forme [m] = ¢oFr, avec ¢ € Hom(Fr,(E), E),
d’aprés le corollaire E.4.3. Si c’est le cas on a alors :

m? = deg([m]) = deg(¢)deg(Fr,) = pdeg(¢)

donc p|m. Réciproquement, si p|m alors [m] = [ﬂ] olp] = [%] oV, o Fr,, et donc [m] est inséparable.
Ceci termine la preuve. O

E.11 Critére pratique de supersingularité.

Nous donnons ensuite une formule alternative de comptage de points, bien moins utilisée en pratique
pour le comptage de points que celle de Hasse mais utile pour déterminer si une courbe elliptique est
supersinguliére.

Lemme E.11.1. Soit x : F; — {£1} Vunique caractére non trivial d’ordre 2 (morphisme de groupes a
valeurs dans C). Soit x € Fy. Alors x(z) =1 si et seulement si x est un carré dans F,. En outre, dans

F, on a x(z) = i pour tout x € Fy. Il y a par ailleurs % carrés dans F.

Démonstration. Commengons par compter les carrés de Fy. Soit g : x € F —— x? € [F. Alors pour tout
y € im(g) (que I'on peut écrire y = x* (pour z € F}), on a deux antécédants de y par g : et —z, qui
sont distincts car p = car(IF;) # 2. Le lemme des bergers donne donc que 2|im(g)| = |F;| = ¢ — 1 donc il
vy a ‘72;1 carrés dans Fy.

Si z € Fy est un carré dans F} alors z = y? pour un certain y € 7. Donc x(z) = X)) = x(y)? =1.
Donc ker(x) contient le groupe im(g) des carrés dans Fy, qui est d’ordre %. D’aprés, le théoréme de
Lagrange, on a donc ker(x) = im(g) ou ker(x) = F;. Donc ker(x) = im(g) puisque x est non trivial. Donc

seuls les carrés étant dans ker(x), on en déduit que x(z) = 1 si et seulement si = est un carré dans F;.
Enfin, d’apres le théoreme de Lagrange, tout élément de Fy est racine de X =l 1 = (X o

1)(X%1 + 1), polynéme scindé dans F;. Donc il y a q;—l éléments x € F; vérifiant 2T =1 et q;—l
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Lo g-1 . . L. . a-1 _

autres vérifiant 272 = —1. Si x est un carré, on écrit x = y* avec y € F; et on obtient 72 = y?~! = 1.
1 L . g—1 . . .

Comme il y a = carrés dans ]F* on en déduit donc que 72 =1 si et seulement si x est un carré dans

7. Ainsi, dans IFq . x(z) = 2" pour tout x € Fy. O

Proposition E.11.2. Posons f(X) := X3+ AX + B et étendons x a F, en posant x(0) := 0. Alors :

[E(F)l =1+q+ > x(f(x))

z€lF,

Démonstration. On cherche a compter les couples (z,y) € Fg tels que f(x) = y%. Selon la valeur de ,
cette équation a 0 solution si f(z) n’est pas un carré dans F,, une solution si f(z) = 0 et 2 solutions si
f(z) est un carré dans F;. D’aprés le lemme précédent, le nombre de solutions est donc toujours égal a
1+ x(f(z)). Sans omettre le point a I'infini O, on obtient donc que :

IEF) =1+ (1+x(f(@) =1+a+ Y x(f(x)

z€lF, z€lF,

O

T

Lemme E.11.3. Notons pour tout v € N*, A, le coefficient devant XP"=1 du polynome f(X ),)7_1 =
(X3 4+ AX + B) . Alors on a Tr(Fry) = A, [p].

Démonstration. La proposition et le lemme qui précédent assurent que dans F,, on a I'égalité :

EF) =1+q+ > flx)T

z€lFy

En outre, le théoréme de Hasse donne |E(F,)| = 1+ ¢ — Tr(Fr,) et donc :

Tr(Fry) = Z f(z

z€lFy

En outre, F est un groupe cyclique donc si I'on prend un générateur § € Fy de Fy, on obtient que pour
tout k € N :
1=-1 siqg—1k

q—1 q—
k ik
E x :E = k(a—1)_ .
ifog { =l =0 sinon

z€F, gh—1
Donc :
— ) ATt = A,
z€F,
dans F, et ainsi Tr(Fr,) = A, [p], comme annoncé. O

Théoréme E.11.4. E est supersinguliére si et seulement si A, = 0.

Démonstration. On a vu dans la preuve du théoréme de Hasse que :

[Tr(Fry)] = [1] + [deg(Fry)] — [deg([L] = Frg)] = [1] + Frg 0 V;' — ([1] = Frg) o ([1] = V)
= Fr, + V"

Donc V' = [Tr(Fry)] —Fr, donc E est supersinguliere si et seulement si V" est inséparable, ce qui équivaut
a p|Tr(Fry) d’aprés la proposition 3.8.1, ce qui équivaut & A, = 0 d’aprés le lemme précédent. Il reste
donc & montrer I’équivalence A; =0 <= A, = 0.

Or, pour 7 € N*, on a :

prtl_1q pT—1 p—1 p"
FOOTT =0 T (107)
a—-1
Donc A,ri1 = AP Ap,e et ainsi par une récurrence facile, on obtient que A, = A}~' et on conclut
facilement que A; = 0 <= A, = 0. Ceci termine la preuve. O
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F Preuves de la section 4.

F.1 Préliminaires d’analyse complexe : fonctions elliptiques.

Proposition F.1.1. (proposition 4.1.5) Soit f une fonction elliptique par rapport a un réseau A. Alors :

Z res,(f) = Z ord,(f) =0

wEC/A weC/A

Démonstration. Soit P := {a+ swy +twa | s,t € [0,1[} un parallélogramme fondammental de A ((w1,ws)
étant une base de A orientée dans le sens direct) choisi de telle fagcon qu’aucun pole de f ne se trouve sur
P (c’est possible car les poles de f sont isolés). Alors d’apreés la formule des résidus :

1
> () = Yresaln) = g [ e

weC/A weP
ou OP est parcouru dans le sens trigonométrique. On a donc :
oP=PruUPfuUP UP;
avec :
Pl i=1[0,w1], P; :=[w+wi,wa, Py :=[wi,w1+wa], Py :=][ws,0]

intervalles parcourus dans le sens de leurs bornes. Mais I'intégrale de f sur P;" compense celle sur P,
par A-périodicité de f et, de méme, celle de f sur P," compense celle sur P, . Ainsi :

1
Z res, (f) = 2”/813 f(z)dz=0

weC/A

En outre, si w est un poéle ou un zéro de f dans P alors f admet un développement en série entiére au

voisinage de w de la forme :
—+o0

f)=) anlz—w)"

n=m

o m € Z* est ordre de w (de sorte que a,, # 0). Ainsi, au voisinage de w :

+oo
f(=z) = Z nay(z —w)"

D’ou :
F(2) _ Sianan(z—w)"t w1 g (W) m
f(2) :Zoman(z_w)n Z-w 1+Zrtiom+1 %(Z_w)n_m Z—w

Donc res,, <f7,> = m = ord,(f). Le résultat précédent appliqué a fTI (qui est elliptique par rapport a A)

donne alors le résultat voulu :
Z ord,(f)=0

weC/A
O

Proposition F.1.2. (proposition 4.1.7) Soit f une fonction elliptique par rapport & un réseau A. Alors
pour tout parallélogramme fondammental P de A :

wardw(f) €A

weP

Démonstration. Considérons la fonction méromorphe g : z — z% Soit P := {a+ swy + twy | s,t €

[0,1[} un parallélogramme fondammental de A ((w1,w2) étant une base de A orientée dans le sens direct)
ne contenant aucun poéle de f. Alors la formule des résidus donne que :

1
57 ], 9GNz= D resulo) (1)

24T
weP

avec pour tout w € P :
res, (g) = w - ord, (f)
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d’aprés un développement au voisinage de w déja vu dans la preuve de la proposition précédente. On
découpe alors OP en :
OP=PfUPfUP UP;

avec :
Pl i=la,a+w], P :=[a+twr+wi,at+ws], Py :i=la+twi,a+w +ws], Py :=a+wa,a

comme dans la proposition précédente. La A-périodicité de f assure que :

= Zf/(z) z Zf/(z) z = Zf/(z) z — z w 7f/(Z+W2) z
/Ing(Z)dZJr/lg(Z)dz - f(z)d +/Pl f(z)d /Pl+ f(z)d /Pi( + g)f(z+w2)d

P AN L CE ™ W N L D AN (O
e T " /pf( T e T e TR /pf( T

e,

e ) R @

Montrons qu’alors f P+ %dz € 2inZ. Pour cela, on considére la fonction :
1

. f/(Z f +5w1
SR

I est dérivable et :

f'(a =+ twy)
vte[0,1], I'(t)= 12Ty
o), 1= Fe
donc pour tout ¢ € [0, 1], % <f(a1+(’;)wl)) = 0. Ainsi :
0 1) _ I(1)

fla)  fla+w) f(a)

Puis, 7(0) = I(1). D’ott l'on tire que [+ )}/((ZZ)) dz € 2inZ, comme annoncé, puis par (2) :
1

% (/P+ g9(z)dz + / g(z)dz> € Zws

En vertu des mémes arguments :

% (/P; g(z)dz + /2 g(z)dz) € Zuwn

Donc finalement (1) donne que Y ,cpw - ord,(f) € A. Si maintenant P’ est un autre parallélogramme
fondammental de A, alors " cpsw - ord,(f) difféere de >~ cpw - ordy, (f) d'un élément de A donc nous
venons en fait de montrer le résultat dans le cas général. O

F.2 Fonction P, de Weierstrass et paramétrage des courbes elliptiques.
Proposition F.2.1. Considérons la fonction définie sur C\ A définie par :
=gt B (e )
—w) w2
weA\{0}

Cette fonction est bien définie, paire et elliptique par rapport a A. En outre, la série de fonctions dé-
finissant Pp converge normalement sur tout compact de C\ A. Cette fonction est appellée fonction de
Weierstrass associée a A.

Démonstration. Soit I C C\ A un compact. Alors la distance § de K a A est non nulle et K est inclus
dans une certaine boule B(0, M) avec M > 0. Remarquons que pour tous w € A\ {0} et z € K :

1 1 (2w —2)

(z-wp? w2 (21
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De sorte que :
1 1

VZEIC,WEA\{O}, m w2

Mais :
7 := inf min ’——1‘
€K weAnB(0,2M) lw
est atteint (comme minimisation d’une fonction continue sur un compact) et ¢’est une quantité strictement
positive (car  C C\ A). On a donc :

1 1

' oL M + |w])
(z —w)?  w?

~ |w[*min (72, })

<

Vze K, we A\ {0}, E

<

Pour une certaine constante C' > 0 indépendante de z et de w. On conclut alors & ’aide du lemme suivant :

Lemme F.2.2. Pour tout o > 2, <‘W‘Q) e est sommable.
w

Démonstration. Soit (wr,ws) une base de A. Alors tout w € C\ A peut s’écrire de fagon unique sous la

forme w = kwy + lwy avec k,l € Z donc il s’agit de montrer que la famille (m)(k DEZ\{(0.0)} est

sommable. Pour cela, on munit C de la norme Manhattan associée & (w1,w2) (qui est une R-base de C
rappelons-le), définie par :

[[2]| == max(|z1], |z2])
pour tout z := ziwi + zowy € C. Par équivalence des normes en dimension finie, on dispose de a > 0 tel
que ||.]] < al.|. Il suffit donc de montrer que (m)(k,neﬁ\{(o,o)} est sommable. Or, on a pour tout
N eN:

1 ol " 8n
Y TTECY L, g S

(k,1)€Z*\{(0,0)} n=lL (k)ez?
max(|kl|,|[|) <N max(|k|,|l])=n

Ce qui prouve la sommabilité. O

Dot la définition et la convergence normale de Py sur tout compact £ C C\ A.
Remarquons enfin que siw € A, z € C\ A et h € C* vérifie z+ h € C\ A alors :

_ |2
oz —w?z+h—w|?

‘1( 1 _ 1 )+ 2
hi(z+h—-w)? (z—w)? (z —w)3

Donc si d désigne la distance de z & A (qui est non nulle car A est fermé et que z ¢ A), et si h € B (0, g),
alors :

’1( 1 1 >+ 2 | Ih| _ Al

h\(z+h-w)? (z-w)? (z—w)? |,z—(,u|2(|z—cu|—%)2 Tz —wlt

Montrons que (ﬁ) ot est sommable (ce qui donnera aussi par comparaison que (ﬁ) Cp Ot
w w

sommable). Par équivalence des normes en dimension finie, nous avons vu que ceci revient & montrer que

(m) T est sommbale (21 et z9 étant les coordonnées de z dans la base (w1, w2)).

Or, max(|z; — k|, |22 — {|) > max(|k|, |I|) — max(|z1|, |22]) pour tout (k,l) € Z*\ {(0,0)} donc les mémes
estimées que celles du lemme précédent permettent de conclure.
Donc en faisant A — 0, on obtient que :

(PA(z+h +Z <4|h|2 —0

[
wEA wEA | w| h_>0

donc que Py est dérivable au sens complexe, de dérivée donnée par :
Ph(z) = — Z 2
—w)3
weA (Z w)

Donc P est méromorphe.
Py est clairement paire et P est clairement A-périodique. Donc Pj(z + wi) = P} (z) pour tout
z € C\ A. Comme Py(. + w1) — Py est holomorphe sur C\ A, qui est connexe, cette fonction est donc

constante, disons égale & 3. Mais alors en prenant z = —<, on trouve :
w1 w1
0="P (7) -P (77) -
a5 IS B
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car Py est paire. Donc Py (z+wi) = Pa(z) pour tout z € C\ A et pour la méme raison Py (z+wsz) = Pa(z)
pour tout z € C\ A, ce qui suffit & prouver la A-périodicité de P,. Donc Py est elliptique par rapport a
A. O

Proposition F.2.3. (proposition 4.2.2) C(A) est un corps engendré par P et P’.

Démonstration. Le fait que C(A) soit un corps est clair. Soit f € C(A). Alors f peut s’écrire comme
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire, toutes les deux elliptiques. En effet :

f(2) = f(2) +2f(—2) L 1@ _Qf(_Z)

donc on peut sans perte de généralité supposer f paire ou impaire. En outre, si f est impaire, on obtient
que fP) est paire, donc on peut supposer qu’en fait f est paire.
On peut alors utiliser le lemme suivant :

Lemme F.2.4. Siw € C est un zéro ou pole de f alors —w est un zéro ou un pole de f de méme ordre.
Si de plus —w = w mod A alors ord,,(f) est pair.

Démonstration. 11 est clair par parité de f que si w € C est un zéro de f alors —w aussi. L’égalité des
ordres s’obtient par développement de Taylor au voisinage de w et de —w, en remarquant que :

FP(~w) = (1) P (w)

pour tout k£ € N.
Si maintenant —w = w mod A alors par parité de f et A-périodicité de f' :

fllw) ==f'(-w) = —f'(w)

donc f'(w) = 0. Donc ord,, (f) > 2. Posons donc m := L%J

Siw € C\ A alors Pj(w) existe et g := Py — Pa(w) est une fonction elliptique paire, qui vérifie donc
ord, (g) > 2 d’apreés le résultat précédent. Or, le seul pole de Py, donc de g dans C/A est 0 et il est d’ordre
2 donc d’aprés la proposition 4.1.5, ord,(g) = 2. Donc ng est elliptique et holomorphe en w. Donc si
g{n (w) = 0 alors ord,, (gin(w)) > 2 d’aprés ce qui précede, i.e. res, (f) > 2m + 2, ce qui contredit le fait

ordw(f)J f
2

. Ainsi, g—m(w) # 0 et res, (f) = 2m. Si maintenant w € A alors on peut appliquer le
méme raisonnement a g := %.
On obtient le méme résultat pour les poles en considérant % O

que m = {

Pour tout w € C\ A, posons :

— { ford,(f) siw=-w mod A
“" | ordy(f)  sinon

Et considérons pour tout z € C\ A :

gz)= I[ (Pa(z) = Palw)™

weC/A\{0}

Nous avons vu précédemment que pour tout w € C\ A tel que w = —w mod A, Py — Pp(w) admet un
zéro d’ordre 2. Si maintenant w # —w mod A alors —w et w ont deux classes d’équivalence distinctes
dans C/A donc le fait que Py — Pa(w) n’ait qu’'un seul pole d’ordre 2 dnas C/A et la propositon 4.1.5
assurent que w est un zéro d’ordre 1 de Py — Pa(w). Ainsi, f et g ont méme ordre en tout point de C\ A
et ceci est aussi vrai sur A d’aprés la proposition 4.1.5 donc L est elliptique et sans pole ni zéro donc

constante d’aprés la proposition 4.1.4. Ceci achéve la preuve de la proposition. O

Proposition F.2.5. (proposition 4.2.3)

(). Pa admet pour développement en série de Laurent au voisinage de 0 :

+oo
1
PA(Z) = ? —+ 2(272, + 1)82n+22«'2n
n=1

avec pour tout n > 3 :

qui est bien définie d’aprés le lemme F.2.2.
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(ii). Posons ga(A) = g4 := 60s4(A) et gs(A) = g6 := 140s6(A). Alors :
P’y = 4P} — 91Pa — go

Démonstration. (i). Soit r := 1An\f{ }\w\, qui est une quantité positive puisque A \ {0} est un fermé
we 0

qui ne contient pas 0. Pour tous z € B(0,7) et w € A\ {0}, on dispose du développement :

1 11 1 1 X (n+1)m
(EmEiabr it APty Rbr:D Dl
o n=1

w

De sorte que :

Pa( +ZZH+2

weA\{0} n=1
Nous aimerions intervertir les deux sommes. Pour cela, on prouve que (("JQQZ n) nens  est som-
weA\{0}
mable. On sait déja que pour tout w € A\ {0}, 3,54 % converge de somme W ~ R
Des estimées analogues a celles obtenues au début de la preuve de la proposition précédente per-
ﬁ) est sommable. Donc <(”;;1+)§ ) neN®
weA\{0} weA\{0}
est bien sommable d’aprés le théoréme de sommation par paquets. D’ou :

mettent en outre de montrer que (W -

+oo

=gy X O L S e

n=1weA\{0} n=1

Or, comme w € A\ {0} — —w € A\ {0} est une bijection, on a pour tout n € N :

1 1 1
Son+1 = Z wo2ntl Z (—w)2n+1 == Z w2ntl —S2n41 =0

weA weA weEA

Donc seuls les termes d’ordre pair interviennent dans la série et on obtient le résultat voulu.

(ii). Considérons ¢ := P’ i — 4P3 + g4Pa + g6 qui est une fonction elliptique par rapport a A,
n’admettant de poles éventuels qu’aux points de A. En dérivant le développement en série entiére
précédent (ce qui donne bien P) au voisinage de 0) et en faisant un développement assymptotique
a l'ordre 1 de ¢ au voisinage de 0, on obtient que 0 est un zéro de ¢. Il en est alors de méme pour
tout autre point de A par A-périodicité de . Ainsi, ¢ est une fonction elliptique sans poles, nulle
au voisinage de zéro donc la proposition 4.1.4 assure que ¢ est identiquement nulle, ce qui donne
le résultat voulu.

O

F.3 Courbes elliptiques et réseaux de C

Théoréme F.3.1 (paramétrage). (théoréme 4.3.1)
(i). Si A est un réseau de C alors A(A) := g4(A)® —27ge(A)? # 0. En d’autre termes, la courbe E(A)
d’équation de Weierstrass :
y? =42 — g4(M)x — gg(A)
définit bien une courbe elliptique sur C.

(ii). L’application :
®:C/A — E(A)
z > (Pa(2), Pi(2))

est alors un isomorphisme additif de groupes (en prenant la convention ®(0) = O).

Démonstration. (i). Soient (wy,ws) une base de A et w3 := wy + wa. Posons pour tout i € {1,2,3},
e; := Pa (%) Comme P} est A-périodique et impaire, on a pour tout ¢ € {1,2,3} :

()= (5) - (2)-

Ph(5) =—Pi(-5) = —Pi(5) =0
Comme Pj admet dans C/A un seul pole d’ordre 3, la proposition 4.1.5 assure que les %- sont
des zéros d’ordre 1 de P). Or, Py — e; est admet un zéro d’ordre pair en % d’aprés le lemme
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F.2.4, donc exactement d’ordre 2 d’aprés la proposition 4.1.5 (puisque 0 est le seul pole de C/A
de Pp — e; et qu'il est d’ordre 2). Ainsi, la fonction :

3
h:zr— 4H(73A(z) —e;)

i=1

. . . o 2 . e . 2
admet les mémes zéros et méme poles que P’y avec la méme multiplicité. Il s’ensuit que PhA est
une fonction elliptique sans zéro ni pole donc une fonction constante. En étudiant cette fonction
au voisinage de zéro, on voit qu’en fait il y a égalité. Donc :

3
PR =4][(Pa—e)
i=1

et donc d’aprés le premier point de la proposition 4.2.3, les e; sont les racines du polynéme

4X3 — g4 X — gg, de discriminant A(A). Mais la proposition 4.1.5 assure que Py — e; admet o

comme unique zéro dans C/A pour tout ¢ € {1,2,3} donc que les e; sont deux a deux distincts

puisqu'il en est de méme des %-. Donc A(A) # 0.

(ii). Montrons que ® est surjective. Soit (z,y) € F(A). Comme Py — x est une fonction effiptique non
constante, elle admet un zéro z € C/A d’apres la proposition 4.1.4. Le point (ii). de la proposition
4.2.3 assure alors que y? = P’i(z), donc que y = £P’A(2). Quitte & changer z en —z, on peut
supposer qu'en fait y = £P’(z) par parité de Pp. On a alors (z,y) = ®(2).

Montrons que ® est injective. Soient 21,22 € C tels que (Pa(21), Pi(21)) = (Pa(z2), Pi(22)).

Alors on distingue deux cas :

Premier cas : Supposons que z; = —z; mod A. Alors le lemme F.2.4 assure que Py — Pa(z1)
admet un zéro d’ordre > 2 en z;. En outre, Py — Pa(z1) n’admet qu’'un seul pole dans C/A
qui est d’ordre 2, donc d’aprés la proposition 4.1.5, Py — Pa(z1) ne peut admettre un autre
zéro dans C/A et aisni z; = z2 mod A.

Deuxiéme cas : Supposons que z; Z —z; mod A. Alors Py — Pa(z1) s’annule en trois points
de C/A : z1,—2 et z9. La proposition 4.1.5 assure alors que deux d’entre eux sont confondus,
donc que z3 = +2; mod A. Or, si par Pabsurde 2o = —z; mod A, alors par imarité de P} :

Pi(22) = Pp(=21) = =Pj(21) = =Pj(22) = 0
Donc z3 est zéro double de Py — Pa(z1) et ceci contredit alors la proposition 4.1.5 (car z; #

—z; mod A). Donc z; = z5 mod A.

Terminons par la preuve de 'additivité. Soient z1, 22 € C/A. Il s’agit de voir que :
@(21 —+ 22) = CI)(Zl) D @(22)

@ désignant la loi de groupe sur la courbe elliptique E(A) associée & A. Supposons dans un premier
temps que 21, 22 et —z9 distincts deux a deux. Alors Pp(z1) # Pa(z1) car sinon Py —Pa(z1) aurait
3 zéros distincts et un pole d’ordre 2. Considérons donc la droite d’équation y = azx + b qui relie
(Pa(z1), Ph(21)) et (Pa(z2), Ph(z2)) avec :

_ PA(z2) = Pi(21) _ PA(21)Pa(z2) — Pp(22)Pa(21)
a .= et b:=
Pa(22) = Pa(z1) Pa(z2) = Pa(z1)
et la fonction elliptique f : z € C\ A — Pi(2) — (aPa(z) +b). f posséde un pole d’ordre 3 en 0

et des zéros en z; et zo. Donc f admet un troisiéme zéro z3 € C/A, distinct de z; et 22, qui vaut
23 = —(21 + 22) d’aprés la proposition 4.1.7. On a alors :

Pi(z3) = aPa(z3) +b (1)
En outre, le polynéme 4X3 — g4(A)X — gs(A) — (aX + b)? posséde exactement 3 racines qui sont
Pa(#1), Pa(z2) et Pa(zs). Donc :

3
4X?% — ga(M)X — go(A) = (aX +b)* =4[ [(X = Pa(=))
i=1
En identifiant le coefficient en X2, on obtient :
2

Pa(21) + Pa(z2) + Palzs) = “z
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Donc :

- 1 (Ph(z) - Pi(21)\>
Palzs) = =Pa(z1) = Palz2) + 5 (7’2(32)—732(21)) )

En outre par parité de Py :
Pa(z3) = Pa(—(21 + 22)) = Pa(21 + 22)
D’ou, par (1) et (2) et d’apreés les formules d’additions sur une courbe elliptique :
D(z1 + 22) = D(21) ® P(29)

Cette formule se généralise quand z; = z9 car on obtient alors en passant a la limite zo — 27 dans

(2):

PX(z1>)2
Pi(z1)

Et que P} peut facilement s’exprimer en fonction de Py et P a I'aide de I’équation :

Pa(z3) = —2Pa(21) + % (

Pi% = 4Py — g4(A)Pa — gs(A)

Enfin, quand z; = —z», on obtient que 21 + 2o = 0, donc que ®(z1 + 22) = O, puis que Pp(z1) =
Pa(z2) et Py(z1) = —P)(22) donc que ®(z1) ® P(22) = O. Ainsi, ¢ est bien un morphisme de
groupes, comme annonce.

O

F.4 Courbes elliptiques, réseaux de C et groupe modulaire.
F.4.1 j-invariant et groupe modulaire

Proposition F.4.1. (i). T est engendré par :
0 -1 1 1
s=(0 ) @ r=(0 1)

F = {z €H | Re(z) € {—%, %} et |z| > 1}

(ii). Soit :

Alors F est un domaine fondammental de I' dans H.

Démonstration. (i). D’apres la proposition B.2.11, toute matrice M € T est de la forme :
_ di 0 )
M = P( 0 dy Q
ou dy,dy € Z*, di|ds et ot P et @ sont produits de matrices de transvection de la forme :

(3 7)=m w (L 0)-emse

m 1

avec m € Z*. Ainsi, P et @) sont de déterminant 1 donc comme M est de déterminant 1 :

_ di 0 )_
dldz—det( 0 d2 =1

et ainsi, on peut prendre d; = d2 = 1 puisque toute matrice de I' s’identifie & son opposé. Donc S
et T engendrent bien I'.
(ii). Commengons par montrer que toute orbite de H sous 'action de I' admet un élément de F. Soit

ZGH.AlorspourtoutP::<(Cz g)ef,ona:

Im(z)

113



qui tend vers 0 quand max(|c|, |d|) — +o00. Donc on dispose de N € N* tel que pout tout P € T’
telle que max(|c/, |d]) > N, Im(P - z) < Im(z). En considérant :

A Im(z)
P 2
max(|c|,|d))<N |cz + d|?

qui existe car il est indexé par un ensemble fini et qui est atteint par une certaine matrice Py € I,
on obtient alors un maximum global des parties imaginaires des éléments de l'orbite I' - z de z : il
suffit de prendre Py - z. Mais alors pour un certain m € Z bien choisi, ( := (T™Pp)-z2=Py-z+m
a méme partie imaginaire que F) - z et une partie réelle dans [—l 7] ¢ € T'- z est donc toujours

202
de partie imaginaire maximale et donc :

Im(¢)

P < Im(C)

m (s Q) =

Donc [{] > 1. Ainsi, ¢ € F.

Montrons maintenant le résultat d’"unicité". Soient z, 2z’ € F dans la méme orbite sous l'action

de T". Alors on dispose de P := ( Z Z

et de 2/ (en changeant P en P~!), on peut supposer que Im(z) < Im(z’). Quitte a changer P en
—P (qui est égale a P dans T'), on peut aussi supposer que ¢ > 0.

) € T telle que 2’ = P - 2. Quitte a inverser les roles de z

Comme : Im(2)
m(z
ona lcz+d <1.0Or, z € F donc :
1 3
Im(2) = /|22 = Re(2)? 2 /1 - 7 = %

Et ainsi |c§| <Im(ecz+d) <|cz+d| <1etdoncc=0ouc=1.

Premier cas : Si ¢ = 0 alors ad = 1 donc quitte & changer P en —P, on peut supposer que
a=d=1 Onaalors 2’ =240b. Or, 2,2’ € F donc b € {—1,0,1} et ainsi z = 2’ ou z et 2’
sont dans les bords de F d’équations Re = :l:%.

Deuxiéme cas : Supposons maintenant que ¢ = 1. Alors :
[R(z) +d| = [Re(z +d)| < |z +d[ <1

. 1 c s . .
donc d € {—1,0,1} puisque |[Re(z)| < 5. On distingue alors les trois sous-cas :

Premier sous-cas : Supposons que d = 0. Alors bc = —1 donc b = —1 puisque ¢ > 0. Ainsi :

donc Im(z’) = IIIIZI‘(QZ) et ainsi |z| = 1 et Im(2') = Im(z) puisque Im( ) <Im(2') et |z > 1.

Puis, Re(2’) = a — Re(z) et a €€ {-1,0,1} puisque Re(z) €[-3.3] - Sia==+1
alors Re(z) = Re(2') = 1 donc z = 2/ = +e's € 0F. Sia = O alors Re(z) = —Re(z’) donc
|z| = |2']| =1 et donc z, 2’ Eaf

Deuxiéme sous-cas : Supposons que d = 1. Alors :

1>|2+1]% = |2]* + 2Re(2) +1 > 2(Re(z) + 1)

2im

et donc Re(z) = —3 et |z| = 1 de sorte que z = e”5 . En outre, a — b = 1 car det(P) = 1.
Ainsi : ni
S ta-—1 i, i ix
’:%26_7(%3 +a—1)=a—e 3
+1

. , . . . 2im i
En regardant les parties réelle et imaginaire de 2/, on obtient alors que 2/ = ¢™3 ou e3
Ainsi, 2,2’ € OF.

Troisiéme sous-cas : Le cas d = —1 se traite comme le précédent.
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F.4.2 Fonctions méromorphes a l’infini.

Proposition F.4.2. Soit f une fonction méromorphe a l'infini sur H invariante sous ’action de T', c’est
a dire telle que pour tout z € H qui n’est pas pole de f et pour tout P € T, on ait f(P-z) = f(z). Alors :

oriee () Sordy(F) + gordi(F)+ 5 S ord(f) + 3 odu(f) =0

weIF\{p,i,p+1} weF

2im

avec p:=e€ 3 .

Démonstration. Par commodité, on appellera pole un zéro ou un poéle de f. Pour prouver le résultat nous
allons intégrer la fonction fTI sur le contour C représenté en bleu sur la figure ci-dessous, qui n’est autre
que le domaine fondammental du groupe modulaire tronqué (par le segment [e — 1, ] sur la figure) et
modifié par des arcs de cercles autour des poles de f situés sur le bord. Ce contour sera parcouru dans le
sens trigonométrique et on fera tendre la partie imaginaire de e et les rayons des arcs de cercles autour
des poles au bord du contour vers 0.

€ e

dy d1
’

q1 ° q1 9
! c
cq 1

b;z+1

FIGURE 4 — Contour d’intégration C de fT/

Nous noterons pg := ¢, p1, - ,Dn,Pnt+1 = p les pdles de 'arc de cercle inférieur d’abscisse positive et
Bybo, arb Gnt1bni1 les arcs de cercl ifs tracés de ces poles (voir figure ci-d
0bo, a1b1, - -+ ,ant1bnt1 les arcs de cercles respectifs tracés autour de ces poles (voir figure ci-dessus).
—_—

——
Nous noterons aussi g1, - - - , ¢, les poles situés sur le segment [b,,11, €] et c1dy, -+, ¢mdy, les arcs de cerles
associés. Par hypothése :

1 _
fe=fs 2 =1(—1) e fE&)=5@ =1
Donc a} := —a; et qg = ¢; — 1 sont des poles de f de méme ordre que a; et b; respectivement pour tous

i€{l,---,n} et je{l,---,m}.On suppose qu’il n’y a pas de pole de f sur le segment [e,e’] (on peut
choisir e ainsi car les poles de f sont isolés). On dispose ainsi de tous les poles de f

Si ’on note w1, -+ ,wy, les pdles de f & l'intérieur du contour, on obtient par la formule des résidus
et d’aprés un calcul déja vu dans la preuve de la proposition 4.1.5 :

'(z) = um : or *
/cf(z)dz_2 ; du (f) (%)
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On découpe maintenant U'intégrale :

20 - e, e, e, e,
® </[ o 7" +/ ek +/[a/k+l,b;c] et = f(Z)d>

k+1 k+1

k=

e, e, e,
/ /[ ok +/[] 72 +/c PRYC
me e, e, e,
t 2 ( o f( /[d] ER O +/[c/ p f(Z)d>

k417 k+1]
ey ),
+/[dm,e] ) ”/[e/,d/m] o)

Par 1-périodicité de f, les termes en tilde (qui correspondent a la droite d’équation z = —%) se simpli-
fient avec les autres (qui correspondent a la droite d’équation x = %) dans les deux derniére lignes de
I’expression.

On traite maintenant le terme f[e’e,] )}’((;)) dz. On a en notant R := Im(e) :

/ z / f t_|_ ZR /é f! (%l (e2i’f(t+iR))) it /% f*l(62i7\'(t+iR))
== In
[ - 2im -

ee’] f z t + zR (82i7r(t+iR))) 22'7T62m'(t+zR)f* (62m(t+iR))

- £ (2)
N /cw,emg o™

C(0,e~271) ¢tant le cercle de centre 0 et de rayon e~

1
2

2R

parcouru dans le sens trigonométrique. Pour

’

R assez grand, la formule des résidus donne que ceci est égal & —2imresg <J}*) = —2imordy(f*) =

—2imordeo (f), 'avant derniére égalité ayant déja été vue au cours de la preuve de la proposition 4.1.5.
Il reste & traiter les termes de I'arc de cercle inférieur. Comme f(z) = f(S-z) = f(~1), ona:

Donc pour k € {0,--- ,n}, on a en notant 0(b) et 6(b)x+1 les arguments principaux des nombres com-
plexes by et a1 respectivement :

/ Q. O0b)k it 1 e—itim
/ f(Z)dZ:_/ J;(S Z)dZ:/ Zeztf( — )dt
brsansa] §(2) brsansa] 22F(5 2) Oy, €2 f(emiHim)
(

Ob)k  : —ittim g1, —ittim 0 )k it it /
:/ ‘e _‘if )dtz/ e S L )dt_—/ I,
0(a)k+1 f(e ! ZW) 0(a") k1 f(ez ) 1:0%] f(z)

Pt

f'(z) (=) ) N
Il reste a traiter les termes fcm 1) dz et fj—a;c: 1) dz. Or, autour de pgy1, on a (d’aprés un

calcul mené dans la preuve de la proposition 4.1.5) :

Fe) _ oy, (f)
o) " Emper T

avec g holomorphe définie au voisinage de 0. Donc :
! ord
/ f (Z)dz:/ T pk+1(f)dz+/ g(Z)dZ
ap41br41 f(Z) app1brrr ? T Pr+1 ap41bry1

9(z)dz

avec :

< |bgt1 — kg1 sup  [g(2)]
z€[ak+1,bk+1]

e
apt1bry1

e
Ce terme tend donc vers 0 lorsque le rayon r de 'arc de cercle ay1bx41 tend vers 0. En outre, on obtient
en notant ¢(a)r+1 et ¢(b)r+1 les arguments principaux respectifs de agt1 — pr+1 et de bgy1 — prs1 -

dz O jeitgy -
/ " / — = §(7(b) g1 — T(@)gy1) — iT
ak+_1bk+l r—0

t
Z = Pk41 m(a)sr €
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Donc :

f'(z) o
/akﬂbk+1 f() dz g tmo dpysy (f)

Et d’aprés les mémes calculs :

rE
= ) dzT:))mo di(f)
f

'(2)

dz — imord,.1(f)
r—0

anpitnrs £(2) 3
f'(z) T
— i—ord
/B/ +1a/ +1 f(Z) a2 r—0 230r ﬂ(f)

Comme ord,1(f) = ord,(f) par invariance de f par S, on obtient le résultat voulu en faisant tendre la
partie imaginaire R de e vers l'infini et le rayon commun r des arcs de cercles autour des poles vers 0
dans l'égalité (*). O

Lemme F.4.3. (lemme /.4.6)
(i). Pour tout k € N* la fonction donnée pour tout 7 € H par :

1
sok(7) = s01(Z + TZ) = >
nmezmio0y (1T

introduite dans la proposition 4.2.3 admet le développement de Fourier suivant sur H tout entier :

. —+o0
Szk(T) — 2((2]{;) + 2(2Z7T)2k Z Zde—l eQinﬂ'T
(2k - 1)!
n=1 dn
(ii). j est méromorphe a Uinfini, de développement de Fourier & linfini donné par :
—+oo
n=0
0t (Cn)nen est une suite d’entiers.
Démonstration. (i). On part du développement classique suivant que I’on admettra!” :
+o00 1
mcotan =
(7) Z P
n=-—oo

pour tout 7 € C\ Z. Or, pour tout 7 € H, puisque Im(7) > 0, on a [e*"7| < 1 donc on a le
développement suivant :

meotan () = diw =i =T+ ———

. . . . —+o0
. . ™ . . i
einT 4 et 622777 +1 2 P
- - T . =T — 2um E e
einT _ e—imT e2z7r7' -1 62171-7— -1
n=0

Ainsi pour tout 7 € H :

1 +oo 1 1 +o00 )

~+ ( + ) =im — An § e2inmT

T T—n T+n
n=0 n=0

On dérive alors cette expression terme a terme 2k — 1 fois (un argument de convergence normale
locale permet de justifier que 'on peut faire cela) :

+oo +oo
1 .
(=1)%k=1(2k — 1)! E Ty = — W E (2ing)2k—1e2inmT
n=-—00 (T + n) n=1

17. C’est un exrecice classique de classes préparatoires qui consiste & montrer que le membre de droite et le membre de
gauche vérifient des propriétés analogues de parité, de périodicité et une équation fonctionnelle commune. On étudie alors
leur différence comme une fonction réelle que 'on peut étendre & R par continuité. Cette fonction périodique admet un
maximum et on peut montrer & ’aide de I’équation fonctionnelle que ce maximum est nul. De méme pour le minimum. On
conclut alors avec le théoréme du prolongement analytique.
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Ainsi :

Szk(T): Z W_QC Qk‘ Z Z TL+’7'm

n,meZ?\{(0,0)} mEZ* n=—00

“+o0 1 —+oo 1
2002k + 2, ¥ ot L

T e
%+Z<Zywmw+;(wqwg
4o  +oo 2Z7T 2k +oo +oo
C(2k) +2Z Z n—i—rm - = 2((2k) + 2k_1lzzl2k 1,2ilmmr
m=1n=—oc0 m=1 =1

2“7 2k—1 2inwT
= 2¢(2k) + %71'; Zd e

La derniére inégalité venant du fait que (I2¢=1e2#™m77) .\ ()2 est sommable puisque [€?™7| < 1

et du fait que (m,l) € (N*)? — (ml, ) est une bijection de (N*)? dans :

{(n,d) € (N*)? | d|n}
C’est en fait exactement le résultat voulu.
(ii). Rappelons que :

oo ga(T)?
J(r) =1728 A7)

avec A(T) = g4(7)% — 27g6(7)%. Avec d’aprés la proposition 4.2.3 et le point précédent :

T 4
mar)) = B (1 4 240n,()

mt 2(2m)t
90 6

g4(7) = 60s4(7) = 60 <2

7.(.6 2(277)6 ) (271.)6 oo .
o _ 14 9 ™ _ _ 1_ 4 5 2inmTT
96(7) = 140s6(7) = 140 ( 055 120 () =0 » nz 2.1

Avec

“+o00 . +oo .

h4(7‘> _ ng 6211’1,71'7' ot hG(T) — Z ZdS eQmm—

ne1 din n=1 d|n

D’ou : (2m)12
_ (2r 3 2
(1) = S0h= (14 240m4(7)* = (1 = 5045e(7))?)

Montrons qu'en fait tous les coefficients du développement de (1 + 240h4(7))* — (1 — 504h6(7))?
sont congrus & 0 modulo 1728. Commengons par remarquer que :

(1 + 240h4(7))* — (1 — 504hg(7))* = 144(5ha(7) + The(7)) [1728]

Il reste donc & montrer que 5hy(7) 4 The(7) = 0[12], ce qui revient & montrer que cette expression
est congrue a 0 modulo 3 et modulo 4 d’aprés le théoréme des restes chinois. Or, on a d® — d® =
d3(d —1)(d + 1) qui est congru a 0 modulo 3 et 4 pour tout d € N* (ce qui s’obtient en discutant
sur la parité de d et le reste de d modulo 3). Donc :

Zd3 B et Y =D d[4]

d|n d|n d|n

pour tout n € N, ce qui prouve le résultat annoncé. Ainsi, A admet un développement de Fourier
a coefficients entiers. En outre, en regardant le coefficient hdevant e2*"7, on voit que ce coefficient

vaut (27)12 :
+oo
A(T) — (27T)12e2i7r‘r (1 + Z ane2in‘n’7—>

n=1
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avec (an)nen+ € ZN". En outre, on obtient par développement de g4 que :

“+oo
3 _ (271—)12 2inTT
ga(7)° = 1798 1—|—n§1bne

avec (by)nen+ € ZN". Donc :

oo i o0
. 94(T)3 1+ } :7+L:1 bne2znﬂ"r 1 2inmT
T) = 1728 = — - = ——+ Cpne
j( ) A e2imT (1 + } :;‘l‘i‘i ane2zn7r‘r) e2imT 7;0

avec (¢, )nen € ZN. Donc pour tout z € D* :

i*(z) = erchz

Théoréme F.4.4. (théoreme 4.4.7)

(i). La fonction j induit une surjection entre F, le domaine fondammental du groupe modulaire dans
H et C. Deux éléments F ont la méme image par j si et seulement si ils sont dans le bord de F.

(il). Toute courbe elliptique sur C peut ainsi étre représentée par un groupe de la forme C/A, ou A
est un réseau de C.

Démonstration. (i). D’apres le lemme précédent, j est holomorphe a l'infini et que ords(j) = —1.
Sic € C est fixé, il en est de méme de j — ¢. Comme j — ¢ est invariante sous 'action du groupe
modulaire, on peut appliquer la proposition précédente pour obtenir :

1 1 1
gordp(f)Jriord,-(jfc)Jrﬁ { Z ord,(j — ¢) + Zordw(j—c) =1
wedF\{p,i,p+1} weF

ce qui n’est possible que si j — ¢ admet au moins un zéro dans F. j n’ayant pas de pole dans F,
elle admet au plus 2 zéros (lorsque ces zéros sont dans le bord de F) et un seul zéro sinon.

(ii). Soit maintenant E une courbe elliptique sur C. A isomorphisme prés, son équation de Weierstrass
s’écrit :
y? =42 — Az — B

avec A, B € C. On dispose alors de 7 € F tel que j(7) = j(E). On a alors :

94(A'r)3 o A3 (*)
ga(A) —27ge(A,)? | AP 27D

avec A, := Z + 7Z. Distinguons deux cas :

Premier cas : Si j(E) = 0 alors A = g4(A;) = 0 et B, gs(A;) # 0 (puisque E est une courbe
elliptique donc de discriminant non nul et que A(A;) # 0 d’aprés le théoréme 4.3.1). On
considére alors @ € C* une racine 6-iéme de %. On sait qu’alors gg(al,) = % =Bet
que g4(al;) = % =0= A. Donc C/aA,; ~ E d’aprés le théoréme 4.3.1.

Deuxiéme cas : Si j(E) # 0 alors A # 0 et g4(A;) # 0 on considére § € C* une racine 4-iéme

de 794(12*). On a alors g4(BA;) = A et donc par (%) :

1 ga(A)2 (A3 — 2732)>
2 - 2 _ — 2
- 27 (94(AT) A3 B
4(AT)

Donc g¢(BA;) = +B. Quitte & changer 8 en i3, ce qui ne change pas g4(8A,) = £ 5T, on
peut supposer que gg(8A,) = B. Donc C/BA, =~ E d’aprés le théoréme 4.3.1.

Jge (ﬁAT)

O
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F.5 Courbes elliptiques, réseaux de C et isogénies.

Théoréme F.5.1. (i). L’application qui & o € C vérifiant a1 C A associe ¢ induit une bijection
sur Uensemble Holy(C/A1,C/A3) des fonctions holomorphes f sur C, s’annulant en 0 et vérifiant :

VzeCwe Ny, f(z+w)=f(2)modAs

(ii). Si By et Ey sont les courbes elliptiques respectivement associées ¢ C/Ay et C/Ay et si @y et
by désignent respectivement les isomorphismes de groupes entre C/Aq et Ey et entre C/Ay et Eo
explicités dans le théoréme 4.3.1, alors :

F:p € Hom(Ey, Ey) — ®;' 0o ®, € Holp(C/Ay,C/As)
est bien définie et c’est une bijection.

Démonstration. (i). Soient «, 8 € C* tels que ¢ = ¢g. Alors (8 — @)z = 0mod Ay pour tout z € C
donc une fonction affine ayant une image soit réduite a {0} soit égale & C tout entier et Ay étant
dénombrable, il s’ensuit que  — a = 0. D’ou l'injectivité.

Soit maintenant f € Holg(C/A1,C/Ag). Alors f(0) =0 et :

VzeC,we Ny, f(z+w)= f(z)modAs

Alors f étant continue sur le connexe par arcs C et tout point de Ay étant isolé, z € C —
f(z+w) — f(z) est constante pour tout w € A; donc :

VzeC, f[fl(z+w)=7F(2)

Donc f/ est une fonction holomorphe et elliptique donc constante d’apreés la proposition 4.1.4. On
dispose donc de a € C tels que f(z) = az+ f(0) = az = ¢, (2) pour tout z € C.

(ii). Pour prouver que 'application F est bien définie, il s’agit de voir que ®5 Yopo®; est holomorphe
pour toute isogénie ¢ € Hom(FEi, Es). Il suffit pour cela de vérifier que &5 1 est suffisamment
réguliére, plus précisément différentiable au sens complexe. Pour cela, il s’agit de voir que FEy
est une surface de Riemann (c’est a dire une variété différentielle complexe de dimension 1) et
que ®5 ! est un diffeomorphisme au sens complexe entre Ey et C/Ay en appliquant le théoréme
d’inversion globale ®. Nous ne présentons ici que des arguments heuristiques, vrais dans le cas réel
en admettant que tout se généralise bien dans le cas complexe. Considérons :

Py:=Y?2 - 4X%— Ay X — By

le polynome de Weierstrass associé a Ea. Fs est la courbe d’équation Pa(z,y) = 0 et le gradient
de P, s’écrit :
VP(X,Y) = (—12X? — Ay,2Y)

qui ne s’annule en aucun point de E, puisque sinon 4X3 + A2 X + By et sa dérivée 12X2 + A,
aurait un zéro commun, et donc le discriminant de la courbe serait nul. Ceci justifie le fait que Ey
soit une variété complexe de dimension 1. En outre :

P2 = 4P}, + AyPa, + B

Donc en dérivant cette relation, il vient :
2P 2, P 5, = 12P' 5, P, + A2P'4,

Donc en simplifiant par P, en dehors des zéros de cette fonction et en appliquant le théoréme
du prolongement analytique pour étendre cette égalité aux zéros de P’,,, on obtient que :

2Py, = 12P%, + Ay

Donc si ®5(2) = (P}, (2), Py, (2)) = 0 alors (Pa,(2), Py, (2)) est un point de Ey en lequel VP,
s’annule, ce qui est impossible. Donc la différentielle de ®5 est en tout point un isomorphisme
C-linéaire entre C et ’espace tangent en ce point de Fy et de plus ®5 est bijective donc on peut

18. Il semble que les résultats et le formalisme des variétés différentielles réelles qui font I'objet du cours de période 1 se
généralise en complexe. Toutefois nous n’introduirons pas la théorie des surfaces de Riemann ici car ce n’est pas le coeur
du sujet.
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appliquer le théoréme d’inversion globale pour obtenir que ®5 est un difféeomorphisme au sens
complexe. D’oil la bonne définition de F'.

On vérifie alors que :
G : f € Holp(C/A1,C/Ag) — ®y0 fo® ! € Hom(Ey, Es)

est bien définie. Une fois ceci fait, nous obtiendrons le résultat voulu puisqu’il est clair que F'oG =
GoF =idfe), ¢/, c/ny- S0t f € Holg(C/Ar,C/As). Justifions que @30 fo 7" € Hom(Er, Es).
On sait d’aprés le point (7). qu'il existe a € C* tel que aA; C Ag et f = ¢o. Si P € E; alors on
peut écrire P = ®,(z) avec z € C/A; et donc :

®y 0 fo @7 (P) = (Pay(f(2)), Ph, (f(2))) = (Pa,(az), P4, (a2))

Or, comme al; C Ag, 2 — Pa,(az) et z — P, _(az) sont A;-périodiques et méromorphes donc
elliptiques par rapport & A;. On en déduit grace a la proposition 4.2.2 que ce sont des fractions
rationnelles en Py, et Pj\l. En outre, il est clair que $5 o f o <I>1_1 envoie O sur O, ce qui achéve

de montrer que 30 fo ‘1>1_1 est une isogénie. D’oll la bonne définition de G et la bijectivité de F'.
O

F.6 Polynémes modulaires.
F.6.1 Matrices primitives et isogénies.

Proposition F.6.1. (proposition 4.6.3) L’ensemble :

a b
Rn.—{<0 d)ePn|0§b<d}

contient un unique représentant de toutes les orbites de P, sous l’action de I' par multiplication a gauche.

. ) . _fa b c o o
Démonstration. Soit P := < ¢ d pEcdes et h = pEcdes)’

entre eux et vérifient ga + fc = 0. Choisissons aussi e, f € Z tels que eh — fg = 1 (qui existent d’aprés le
théoréme de Bézout). Alors :
(e f
Q= ( g h ) €

(5 &)
0 di

avec ay,b1,d; € Z. Remarquons qu’en outre, pour tout k € Z :

(1 k)(al b1)7<a1 b1+kd1>
0 1 0 dy /) 0 dy
donc on peut choisir k de sorte que 0 < by + kdy < di. Ceci prouve bien que R, intersecte toutes les

orbites de P,, sous ’action de I'.

Soient maintenant P, := ( %1 Zl ) et Py := ( %2 22 ) des matrices de P,, dans la méme orbite
1 2
a b

sous l’action de I'. Alors on dispose de P := ( ¢ d

< aay ab1+bd1 > _ < ag bg )

caq Cb1 + ddl o 0 d2

Donc ¢ = 0 (puisque a1d; = n # 0 et que e¢d; = 0). Donc det(P) = ad = 1, puis a = d = 1 (vu que
P = —P dans F) Ainsi, a; = as, di = ds et ba; + by = bs. OI‘7 0<by <dy=dyet0<by <dy donc by

et by sont restes de by dans la division euclidienne par d; donc par unicité du reste, le qotient b est nul et
ainsi by = by. Donc P; = P». R, intersecte un seul élément de chaque orbite de P,, sous ’action de I".  [J

) € P,. Soient g :=

qui sont premiers

et QP est de la forme :

) € T telles que P, = PP;. On a alors :

Proposition F.6.2. (proposition 4.6.4) Le groupe éAg/Al est cyclique d’ordre n si et seulement si
PePp,.

121



Démonstration. On ne traite que le cas ou n est un nombre premier p, plus simple d’un point de vue

arithmétique. En fait, c’est le seul cas qui nous servira en pratique.
a b

¢ d ).Onaalors:

= Supposons éAg/Al cyclique d’ordre p et écrivons P := <

w1 =aws +bwy et wy = cws+ dwy

Donc pour k,l € Z fixés, kws + lwy = 0mod A; si et seulement si il existe m, g € Z tels que kws + lwy =
mwi + qus i.e. tels que :
k=am+cq e l=bm+dg (%)

Or, comme éAQ/Al est d’ordre p, p(ws + w4) = 0, donc il existe m, q € Z tels que :
p=am+cq et p=bm+dq

Donc pged(a, ¢)|p et pged(b,d)|p. Donc ces nombres valent 1 ou p. Si par 'absurde ces deux nombres
valent p alors par (%), les seuls k,l € Z tels que kws + lwy = 0mod Ay sont des multiples de p et il
s’ensuit alors que éAg/Al est d’ordre au moins p? ce qui n’est pas le cas. Il s’ensuit que pged(a,c) = 1
ou pged(b,d) = 1, donc que P est une matrice primitive.

Comme toute R-base de C dont la matrice de passage a partir de (w1, ws) est dans I' reste une base
de Ay, on peut supposer, quitte & changer de base que P € R,, (avec n = det(P)). On a donc ¢ = 0
et 0 < b < a. Dans ce cas, il est aisé de voir que les lwy pour I € {0,---,d — 1} et kws + lwy pour
ke{l,---,a—1} et 1 € {0,---,d — 1} ont des classes d’équivalences distinctes modulo A; et qu’il n’y
en a pas d’autres. Il s’ensuit que 2 Ay/A; contient au ad = det(P) éléments distincts donc det(P) = p et
PeR,.

<= Si P € P, alors quitte a changer de base, on peut supposer comme précédemment que P € R,,.

1 1 . . .
Donc P = ( 0 ; ) aveci € {0,--- ,p—1} ou P = ( g ? > Dans le premier cas éAg/Al est cyclique
d’ordre p engendré par ws et dans le deuxiéme cas il en est de méme mais il faut prendre wy comme
générateur. O

F.6.2 Le polynéome modulaire.
Proposition F.6.3. ®, est a coefficients dans Z[j].

Démonstration. On ne prouve le résultat que dans le cas ot n est un nombre premier, noté p.

Les coeflicients de ®, sont des polynémes symétriques en j o P pour P € R,. En outre, si P € R,, et
Q €T alors PQ € P, et donc on dispose de P’ € R, et de Q' € T tellles que Q'P" = PQ, de sorte que
joPoQ=joQ oP =joP' Puis, si P, € R, vérifie Q4P = P2Q2 avec @2, Q% € I alors P» et P sont
dans la méme orbite sous 'action de I" et donc P = P, d’apreés la proposition 4.6.3. Donc la composition
des fonctions j o P par ) ne fait que les permuter et aisni tous les coefficients de ®,, sont invariants sous
laction de I'.

En outre, on a vu dans le lemme 4.4.6 que pour tout 7 € H :

1 +oo
. o 2ikmT
](T) - e2inT + che
k=0
D 'P~—<“ b)eR 1
oncsi Pi={ o » alors
“+oo
. (aT+b 1 2ikamr _pp
J(P'T):]< ): Ziart +ch€ d d
d e d Cdb o
2im

avec (4 :=ed . Donc :

“+oo
. " ak
GoP) ()= ez (»)
k=—1
en couvenant que c_1 = 1. Or, ®,(X) = [[pcg, (X — jo P) donc les coefficients de ®,, sont des fonctions

méromorphes a 'infini (de pole & I'infini d’ordre au plus |R,|) développables en puissances de 27 et dont
les coeflicients sont dans Z[(,].
Ecrivons explicitement le développement de ces fonctions. Pour cela, on énumeére R, :

Ry={Me= (% % ) ke to o n
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avec ay = 1, by =k et d, =p pour k € {0,--- ,p— 1} et a, = p, by = 0 et d = 1 pour k = p. Ainsi, pour
tout k € {0,--- ,p+ 1}, le développement & l'infini coefficient devant X* de ®,, s’écrit pour z € Dx :

k

fi(z) = (et > 116G o M) (2)

1<mi<---<mp<p+1 s=1

k +o0 a1
_ +1—k = elb
=(=1)? E H E crz Ims dez
1<mi < <mp<p+1 s=1 \l=-1
k

a 1
= (-t Y > ez
= (-1) i, 2

1<my<--<mp<p+1 Iy, ,lp>—1 s=1

amgls

_ dmsls g b,
= (ot Y > [z ci

I,k >—1  1<mi<--<mp<p+1l s=1

k p+1 e
_ (_1)p+1—k Z H Z .z o Céjfm
Iy, ly>—1 s=1 \m=1
k , p—1
= (—1)PHi-F Z H c, 2Pl fep 2w Z ¢i?
I, ly>—1  s=1 b=0

Les développements et interversions de sommes étant légales en vertu d’un argument de sommabilité qui
s’appuie sur les calculs précédents en remplacant z par son module. Comme :

p—1 .
Z b = { p sip|l
— P 0 sinon

on en déduit que seules les puissances entiéres de z interviennent dans le développement de f; 19 et que

les coefficients sont entiers. Comme les fj, sont invariantes sous ’action de I', on déduit de la proposition
4.6.5 que fj est un polynéme en j a coefficients entiers. Ceci donne le résultat voulu. O

Proposition F.6.4 (relation de Kronecker). On a pour tout nombre premier p :
P, (X,Y) = (X - Y")(X? =Y)[p]

Démonstration. Soit p un nombre premier. On sait alors que :

Rp:{Mk::((l) ’;)\ke{owwp*l}}U{Mzﬂ::(g (1))}

Donc d’aprés le développement de Fourier de j établi dans le lemme 4.4.6, on a pour tout k € {0,--- ,p—

1}

T+ k 1 = 2i 2ikm \ T
jo Mk(T) — 4 ( ) = 5 + g Cn, (e P e p )
ere n=0

p P
Donc pour k € {0,---,p — 1} fixé, j o M} admet un développement a linfini qui s’écrit (pour z =
7= 1In(7) = 0) :
1 = . gk X,
(o My)*(2) = —+— + Searbhn = 1Y ezl
Zp(p n=0 zr n=0

2im
P

avec (, := e » . Adoptons la notation f*(z) = ¢*(2)[1 — (] lorsque le développement de f* et g* en
puissances de - est a coefficients dans Z[(p] et que tous ces coefficients sont congrus modulo 1 — ¢, (et

de méme modulo p). Comme ¢, =1[1 —(p],ona:

|~

(40 My)"(2) =

D=

z

+oo
+ Z enzr [1— G
n=0

19. Ce résultat devient faux lorsque n n’est plus un nombre premier. Nous ne savons pas si [5] utilise ce fait de fagon
générale mais il se débarasse des puissances fractionnaires de z au cours de sa preuve page 55 de facon assez mystérieuse,
laction du groupe de Galois de Q[(p]/Q ne semblant pas suffisante pour éliminer ces termes, mais seulement pour prouver
que les coefficients qui se trouvent devant sont entiers. Pour plus de clarté nous nous sommes donc restreint au cas ou n est
premier car c’est le seul cas intéressant en pratique pour I'implémentation de ’algorithme de Satoh.
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Puis, pour z € D* au voisinage de 0 :
1 1 1 i :
(joM,)*(z) =j*(z") = > + Z ez = > Z S — (z + Z cnz”> [p]

Or, en réécrivant I'équation ¢§ —1 =0en (1 — (1 —(,))? —1 =0 et en développant avec la formule du
bindéme de Newton, on obtient que :

e

donc que 1 —(|p. Il s’ensuit que ce sui est congru modulo p, est congru modulo 1 — (,. D’ou, pour z € D*
au voisinage de 0 :

p +o0 p 400 P
o, ( H joM)())<X<i+chz”>><X{chzz>
n=0 zr n=0

p +o00
( ( +20n ))(X”—<i+chz”>)z(X—j*(z)”)(Xp—j*(z))[l—m

En invoquant le théoréme du prolongment analytique, on obtient que cette égalité s’étend & D* tout

entier. On a donc :
p+1

(X, 5) = (X = jP)XP =) + Y frX"
k=0

fr étant une fonction méromorphe & 'infini (car son poéle & I'infini est d’ordre au plus 2) telle que f}
s’exprime comme série en - & coefficients dans (1 — ¢p)Z[Cp) pour tout k € {0,--- ,p+1}. La proposition

4.6.5 assure alors que les fz sont des polyndmes en j a coefficients dans (1 — (,)Z[(,]. Mais les coefficients
de ®,(X,j)— (X —4P)(XP—j), donc les fy, sont dans Z[j] d’aprés la proposition 4.6.7. Donc les coefficients
des fi dans Z[j] sont dans (1 — (,)Z[¢p] NZ = pZ (puisque 1 — (,|p), et donc tous divisibles par p. Ainsi :

0, (X,7) = (X = j7)(XP =) [p]

On remplace alors j par I'indéterminée Y dans cette équation. D’oul le résultat. O
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G Preuves et compléments de la section 5.

G.1 Généralités sur les groupes formels.

Proposition G.1.1. Soit F' un groupe formel sur A. F vérifie de plus les deux proporiétés suivantes :
1. F(X,Y)=X+4Y + (termes de degré > 1)
2. Il existe i(X) € A[X] telle que F(X,i(X)) =F(i(X),X) =0

Démonstration. Le fait que F(X,0) = X et F(X,Y) = F(Y, X) prouve le premier point. Pour le second

point en notant
itj>1

X)=> b X"

n>1

il suffit de considérer

avec by = —1 et pour n € N

O

Lemme G.1.2. (lemme 5.1.3) Soit F € A[X,Y] sans terme constant. Posons pour f,g € XA[X],
f®g=F(f,g) Si® est associative, commutative et admet 0 comme élément neutre, alors F est un
groupe formel.

Démonstration. Si 0 est neutre pour @, on a bien F(X,0) = X. Montrons F(X,Y) = F(Y, X). Posons
GX,Y)=F(X,Y)-F(Y,X)= Y g;X'VI
i+j>0

On a pour tous a,b > 1, G(X% X®) = 0 car @ commutative. Donc pour tout n € N, Y iatjben 9ij = 0.
Supposons par 'absurde G # 0 et considérons les couples (i, ) avec g;; # 0 tels que ¢ + j est minimal.
Soit (4o, jo) le plus petit de ces coefficients pour l'ordre lexicographique. Posons :

N1 =9+ jo, N2 =g
et soient My > 1 et My > MsNs. Prenons enfin a = My + My, b = My et N = N1M; + NoMs. On a
Y iatjb=nN 9ij = 0. Soit (1,7) tel que gi; # 0 et ia + jb = N. On peut réécrire cette derniére égalité
(i 4 j)M;y + iMy = N1 My + NoMo
Par minimalité de ig + jo on a ¢ + j > Ni. De plus si 'inégalité est stricte on a
Ny My + NoMsy > (N1 + 1) My + iMy > Ny My + No My + iMo

puis iMy < 0 (absurde). Donc i+j = Ny, puis par minimalité de Ny on a i = Ny = i donc (4,7) =
Ceci contredit le fait que >, ,—n gi; = 0 (absurde). On en déduit G = 0 et F(X,Y) = F( X)
L’associativité de F se prouve de fagon analogue (voir [12]). O

G.2 Morphismes de groupes formels.

Proposition G.2.1. (proposition 5.2.2)
(i). [m](X) est un homomorphisme sur F
(ii). [m] (X) =mX + O(X?)
(iii). Sim € U(A), alors [m] (X) est un isomorphisme.
Démonstration. (i). On prouve le résultat par récurrence sur m € N. L’initialisation est triviale

puisque F(0,0) = 0. Soit m € N. Supposons le résultat au rang m. Alors [m|(F(X,Y)) =
F([m](X),[m](Y)) et donc :

[m +1](F(X,Y)) = F([m](F(X,Y)), F(X,Y)) = F(F([m](X), [m](Y)), F(X,Y))
= F([m](X), F({m](Y), F(X,Y))) = F([m](X), F([m](Y), F (Y, X)))
= F([m](X), F(F([m](Y),Y), X)) = F([m](X), F(X, F([m](Y),Y)))
= F(E([m](X), X), F([m](Y),Y)) = F([m +1](X), [m + 1](Y))



D’ou l'itération.
Puis, on généralise cela & Z par récurrence descendante.
(if). C’est une récurrence immédiate sur m.
(iii). Pour prouver ce point plus difficile, on commence par établir le lemme suivant :
Lemme G.2.2. Soit f € A[X] tel que f(X) = 329 a, X™ avec ay € U(A). Alors il eviste
g € A[X] tel que f(9(X)) = g(f(X)) = X.

Démonstration. On construit une suite de polynémes (g, )nen+ telle que pour tout n € N* :

flgn(X)) =X + O(Xn+1) et gn(X) = gny1(X) + O(Xn+1)

On prend g; := Q%X , qui convient. Soit maintenant n € N*. Supposons construits gy, - -+ , g,. Alors
pour b € A fixé, on a :
“+o00 k k
Flgn(X) + X" = Zak gn(X) +bX"TH)F ;ﬂak; <l>9n(X)l(bX"+1)k_l

— Z argn(X)* + a1bX" 1 + O(X"2) = f(gn(X)) + arbX "1 + O(X"H2)

Mais f(gn (X)) = X +cX" 1 +0O(X"*+2) avec ¢ € A par hypothése de récurrence. Donc, en prenant
b= —é € A, on obtient que :

f(gn(X) + bXn+1) =X + O(Xn+2)

Posons donc g, +1(X) := gn(X) + bX" ! qui convient.

Comme A[X] est un anneau de valuation discréte complet pour la valuation donnée par plus petit
degré des monomes intervenant dans lécriture de la série formelle considérée, et que (g, )nen+ est
de Cauchy pour cette valuation, on obtient que g := %r_rggn existe dans A[X] et vérifie f(g(X)) = X

par construction.
Comme a—llX est le premier terme de g et que ai € U(A), on peut appliquer le résultat que nous
venons de montrer & g, pour obtenir I'existence de h € A[X] telle que g(h(X)) = X. On a alors :

9(f(X)) = g(f(9(h(X)))) = g(h(X)) = X
D’ou le résultat. L]

Supposons que m € U(A). Alors par (i7)., on dispose de g € A[X] telle que [m](g9(X)) =
g([m](X)) = X et on a alors :

9(F(X,Y)) = g(F(Im](9(X)), [m](9(Y)))) = g([m]F(9(X),9(Y))) = F(9(X), g(Y))

Donc g est bien un homomorphisme de F' vers F. Ainsi, f est bien un isomorphisme.

G.3 Groupe formel d’une courbe elliptique.

Pour pouvoir considérer le point O aisément, on représente les points de E sous la forme (7, 0), avec
T=-X/Y et 0 = —1/Y. Le polynoéme de Weierstrass s'écrit alors

WI(T,S) = =S + T3 4+ a1 TS + axT?S + a35% + a,TS? + aS*®
On souhaite associer & f € TK[T] un point (f,g) € E(K((T))). On aurait alors W(f,g) = 0. La
proposition suivante va nous permettre de le faire.
Proposition G.3.1. Soit f € TK[T]. Il existe un unique g € TK[T] tel que W(f,g) = 0. De plus
g € T*K[T].

Démonstration. Considérons le polynome A = W(f,S) € K((T))[S]. On va lui appliquer le lemme de
Hensel (théoréme 2.2.1) avec K = K((T)), P = A,z = 0. Notons v la valuation de K((T')). On a A(0) = T°
donc v(A(0)) = 3 et A’/(0) = a1T + aT? donc v(A’(0)) = 1 puis 2v(A4’(0)) = 2 < v(A(0)) donc (lemme
de Hensel) on dispose d’une unique racine g de A telle que v(g) > v(A’(0)) = 1, donc g € TK[T] (et
c’est I'unique racine de A dans T?K[T]. Montrons que g est I'unique racine de A dans TK[T]. Soit h une
autre racine de A dans TK[T]. On a alors

0=A(g) — Ah) = (g — h)(=1+ arf + azf* + az(g + h) + asf(g + h) + ag(g® + gh + h?))
Donc comme —1 + ay f + azsf? + as(g + h) + asf(g + h) + ag(g? + gh + h?) est inversible, h = g. O
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Soit s I'unique série formelle de TK[T] telle que W(T, s) = 0. On a pour f € TK[T], W(T, s) évalué
en f est nul donc s(f) est I'unique série formelle de TK[T] telle que W(f, s(f)) = 0.
On dispose donc d’une injection de TK[T] dans E(K((T))) en posant ‘Q(f) = (f,s(f)) ‘

Remarque. On a W(T,s(T)) =0, donc on a
s=T3 4+ a1Ts+ ayT?s + azs® + a,Ts? + ags®
En remplagant s par sa propre expression dans 1’égalité ci-dessus, on peut obtenir s & n’importe quelle

précision.

Remarque. Notons X,Y € K(E) les paramétres usuels de la courbe E ainsi que 7 = —X/Y un
paramétre local en O et ¢ = —1/Y. Reprenons ’homomorphisme isométrique ® de K(E) vers K((T)) de
la proposition 5.3.1 tel que ®(7) =T. On a W(®(7), ®(0)) = 0 car W(r,0) = 0 et que P isométrique. De
plus ordp(c) > 1 donc ®(0) € TK[T] puis ®(0) = s(®(7)) = s(T). Comme ¢ homomorphisme on peut
calculer ®(X) =T/s(T) et ®(Y) = —1/s(T). On a en particulier

O(X)=T"2— a1 T " — ay — a3T — (ara3 + as)T? — (asas + atas + a1a4)T?
— (a%ay + adas + asay + 2a1a0a3 + a2 + ag)T* + O(T?)

et B(Y) = T~'3(X)

Construisons a présent F' € K[T, S] telle que pour f,g € TK[T],

Q(f) +Qlg) = QF(f,9))

L’application des formules d’addition (faite en détail dans [12]) montre qu’il existe des séries formelles
a et 8 de K[[T, S] sans terme constant telles que pour f,g € TK[T],

Q(f) +Q(g) = (a(f, 9), B(f.9))

On a alors (a(f,9),B8(f,9)) € E(K((T))) donc W(a(f, g),8(f,g)) = 0 donc d’aprés la proposition G.3.1
B(f,g9) = s(a(f,9)). En posant F = «, on a bien F sans terme constant donc F(f,g) € TK[T] et

Q)+ Qlg) = (F(f,9),s(F(f,9))) = QIF(f,9))

Comme de plus Q(0) = (0,0), on peut appliquer la proposition 5.1.4, dont on déduit que F' est un groupe
formel sur K.

Définition G.3.2. Le groupe formel F' défini ci-dessus est appelé groupe formel de la courbe elliptique
E.

G.4 Formules de Vélu

Notons le polynéme de Weierstrass de E :
WX, Y)=Y? - X+ a1 XY — aeX? + azY — as X — ag

Soient de plus fo, go € K(F) avec pour P € E

fo(P)=>_X(P+Q) - > X(@

QeG QeG\{0O}

et

WP =Y YP+Q - Y Y@

QeG QeG\{0O}

On va montrer que fy et go annulent un polynéme de Weierstrass, qui sera celui de F/G, et que
(fo0,90) est une isogénie de noyau G.
Posons :
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Go = {Points d’ordre 2 de G}

R C G\{O}\G3 tel que G\{O}\Ga = RU—Ret RN—R =10
S=GyUR

by = a% + 4aq

by = araz + 2a4

be = a3 + dag

tp = 3X(P)? + 202X (P) + a4 — a1 Y (P) Pour P € Gs

tp = 6X(P)? + by X(P) + by Pour P € G\G>
up = 4X(P)* + by X (P)? + 2b, X (P) + bg Pour P € G

L’application des formules d’addition, ainsi que le calcul, effectué ci-dessus, de ®(X) et ®(Y") (on
® est ’homomorphisme isométrique de K(E) muni de la valuation en O vers K((7))) nous permettent
d’obtenir ®(fy) et ¢(go) dont voici les premiers termes :

O(fo) =T"2 — a1 T~ —ag — a3T + (—azay + (t — as))T? + (—aza? + (t — ag)a; — agaz)T?
+ (—azad + (t — aq)a? — 2asasza; + (—a3 + (ast + (—asaz + (w — ag)))))T* + O(T?)
D(go) == T> +arT* + asT™' + az + (azar + (=5t + aq))T + (azai + (=5t + as)ay + agaz)T?
+ (aza3 + (=6t + aq)a? + 2azaza; + (a3 + (=9ast + (agas + (—7Tw + ag))))) * T> + O(T?)

Considérons le polynéme de Weierstrass

W(X,)Y)=Y? - X34+ A XY — A, X%+ A3Y — Ay X — Ag

avec :
Ay =a;
A2 = a
A3 = as
A4 = a4 — ot

AG :ag—bgt—7w
On a W'(fo,90) € K(E) et on vérifie
(W'(fo,90)) = O(T)

donc comme @ est une isométrie, on a ordo(W'(fo,g0)) > 1 puis W'(fo, 90)(O) = 0.

De plus pour Q € G, fo(Q+.) = fo et go(Q +.) = go donc W'(fo,90)(Q) = 0 De plus on voit que si
P ¢ G, P n’est pas un pole de W'(fo, go). Par conséquent W’ (fo, go) a plus de zéros que de poles puis
d’apres la proposition 3.1.12, on a W'(fo,g0) = 0. On en déduit que I'application (fo,g0) : @ € F —
(f0(Q),90(Q)) € P3(K) est un morphisme de E vers la courbe E’ de polynéme de Weierstrass W’. De
plus O est un podle de fy donc (fo,g0)(O) = O puis (fo, go) est une isogénie. Les poles de fj et gy sont
exactement les éléments de G donc (fo, go) est 'isogénie de noyau G cherchée et E' = E/G.

G.5 Groupe formel et isogénies.

Théoréme G.5.1 (isogénies et groupe formel). (théoreme 5.5.1)

(1). L’application U précédente est & valeurs dans Hom(Fy, Fy), l'ensemble des morphismes de groupes
formels entre Fy et Fy et c’est un morphisme injectif de groupes.
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(ii). Si E3 est une courbe elliptique de paramétre local en O 15 et si ¢ € Hom(Eq,Es3) et ¢ €
Hom(Es, E3) alors on a la formule :

T30 (Yop)=(r301)0(120p)

ot la composition du milieu & droite est la composition des séries formelles, tandis que celle de
gauche est la composition de l’isogénie ¥ o ¢ par la fonction T3.

Démonstration. (i). Pour montrer que ¥ est a valeurs dans Hom(F}, F»), il s’agit de vérifier que pour
des indéterminées &, n indépendantes données, on a :

Vo € Hom(Er, E2), (120¢)(F1(§,1)) = Fa(m2 0 0(§), 72 0 (1))

Considérons les points P(§) := (%,—ﬁ) € E(K(§)) et Q(n) = (ﬁ’_%(n)) € E(K(n))
ot s1 € K((T)) est la série associée a la fonction —5- de Ey. Alors pour tout ¢ € Hom(Ey, Es) :

(a0 @)(F1(&,m)) = T2(p(P(§) + Q1)) = m2(p(P(€)) + »(Q(n))) = Fa(w(P(£)), »(Q(n)))
= Iy(m2 0 0(§), 72 0 0(n))

Considérons maintenant ¢, 1) € Hom(E;, F5). Alors, comme I'addition des morphismes suit la
méme loi que l'addition des points (en termes algébriques) :

V(p+9) =m0 (p+1) = Fa(ra(p), 2(¥) = ¥(p) OF, ¥(¥)

Donc ¥ est un morphisme de groupes.
Enfin, on a pour tout ¢ € Hom(E,, Es) :

(%) 1
S0<52(<I>(<P))’ wz(‘P(sO)))

ol s3 € K((T)) est la série associée a la fonction —1- de F». Ceci donne immédiatement I'injectivité
de ®. D’ou (7).
(ii). On a:

B oY 1 _ oY 1
v= <52(7'2O<p)7 52(720<p)) o ¥ (53(7'301p)’ 83(7'30’(/J)>
ou s3 est ’analogue de so pour E3. Donc :
o — (t30%¢)o(m20¢p) 3 1
vor=(Laadts sy e )

Ainsi, en composant par 73, on voit immédiatement que :

T30 (Pop)=(r309)0(r200)
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H Preuves de la section 6.
Lemme H.0.1. Soient x,y € MQT- Alors Fyp(x,y) est bien défini et c’est un élément de M@'

Démonstration. Nous avons vu que F'z peut s’écrire :

Fe(X,Y)=X+Y + Z Unm XY™

n,meN
n+m>2

Qpn,m € Zg pour tous n,m € N tels que n +m > 2. Soient z,y € M@. Considérons la suite de terme

général :
zNi=xz+y+ Z On,mx"y™
n,meN
2<n+m<N
pour N > 2. On a pour tous M > N > 2:
vp(zm — 2N) = Up Z nmx"y™ | > Nmin(vy(z),vp(y)) — oo
’ N—4o00
n,meN
N<n+m<M

Donc (zy)n>2 est de Cauchy. Mais tous les nombres de Q, sont algébriques donc Q, [, y] est une extension
finie de Qg, donc est compléte puisque Q, est complet. Comme (zx)n>2 est & valeurs dans Qq[z, y], elle
est donc convergente. Donc Fi(z,y) = Nlim ZN existe.

—+o0

(’est bien un élément de pQ, car v,(zy) > min(vy(z),v,(y)) > 1 pour tout N > 2, de sorte que
vp(Fg(@,y)) 2 1. O

Proposition H.0.2.
7 : ker(m) — Mg~

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. On commpence par vérifier que 'application 7 est bien a valeurs dans M@' Soit P €
ker(r). Si P = O alors 7(P) = 0 € pQy. Sinon, on écrit P := (z,y). Comme nous 'avons vu au paragraphe
précédent, il existe k € N* tel que v,(x) = —2k et v,(y) = —3k. On a alors v,(7(P)) = vp(x) — vp(z) =
k > 0 donc 7(P) € Mg

On sait en outre par définition de F'z que 7(P + Q) = Fz(7(P),7(Q)) = 7(P) ®F, 7(Q) pour tous
P,Q € E. Donc 7 induit bien un morphisme de groupes entre ker(7) et p@q.

On a vu au paragraphe 5.3 que la fonction de Q,(E) définie par w = —%, s’exprime comme série
formelle en 7 de valuation 3. Autrement dit, il existe s € Z,[T] dont le premier terme est T3 et telle que
w(P) = s(7(P)) pour tout P € E. On sait qu’alors :

- T(P
VP e B\ {0}, P:(— —
s(T(P))" s(r(P))
donc P = @ dés que 7(P) = 7(Q). Ce qui prouve U'injectivité de 7.
Pour la surjectivité, on considére un élément o € M@\ {O}. En vertu d’un raisonnement analogue a

~—
—_
N——

celui du lemme précédent s(a) existe dans Mg~ et comme s a pour premier terme T3, on a vy(w(a)) =
q

3v,(a). On peut donc poser :

Comme VI~/ (—%, —w(X)> = 0 d’aprés ce qui a été vu lors de ’étude du groupe formel, on en déduit

que P € E. En outre :
vp(2(P)) = vp(r) — vp(w () = —2vp(ar) <0

donc P € ker(r). Ceci montre la surjectivité de 7. D’ou le résultat. O
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I Preuves et compléments de la section 7.

I.1 Prérequis technique : relévement en temps court d’un facteur polynomial
de F,[X].
Pour établir les résultats de complexité, nous nous référerons au lemme suivant que nous admettrons.
Lemme I.1.1. (1). La division euclidienne de A par B dans un anneau A[X] tels que deg(B) <
deg(A) cotdte O(deg(A) — deg(B) + 1) opérations sur élémentaires sur A.

(ii). L’algorithme d’Euclide étendu appliqué ¢ A, B € F,[X]| non constants peut étre effectué en
O(deg(A)deg(B)) opérations élémentaires sur F,. Le couple de Bézout (U, V) € Fy[X]? trouvé (ie
le couple tel que AU + BV = 1) vérifie alors deg(U) < deg(B), deg(B) < deg(A).

Rappelons que le lemme C.2.2 nous autorise & appliquer la formule de Taylor-Young pour les polynémes
dans Z,[X] sans se poser de question et que vg désigne la valuation de Gauss, définie en 2.2.3. Rappelons
aussi un résultat évoqué en C.2 :

Lemme 1.1.2. Soient P,Q € Z,[X]. Supposons que P et Q, les réduites de P et QQ modulo p soient
premiéres entre elles. Alors P et () sont premiers entre euz.

Démonstration. Notons n := deg(P) et m := deg(Q). Alors d’aprés la proposition C.2.4 :
Resm (P, Q) = Resyn(P,Q) #0

De sorte que P et ( soient premiers entre eux. O]

Lemme 1.1.3. Soient U, P € Z,[X]. Posons t := vg(U’). Supposons que P vérifie les conditions sui-
vantes :

(1). P est unitaire.
(ii). La réduction P de P modulo p est sans facteurs carré est premiére avec p—tU’.
(iif). Il eziste Qo € Zg[X] et u € N* tels que vg(U — PQo) > u +t.
Posons v := 2u + min(t,u). Alors les résultats suivants sont vérifiés :
(i). Si R,Q1 € Z4[X] vérifient R = Pp] et vg(U — RQ1) > v, alors pour S € Z,[X] tel que
S = R[p*], il existe Q2 € Zy[X] tel que va(U — SQ2) > v.
(ii). Il existe Q3 € Zy[X] et Q € Zy[X] unitaire tels que va(U — QQ3) > v et Q = P [p¥]. Q peut étre
construit avec O ((deg(P) + deg(U))?) opérations sur Uanneau Zq/p*“Zg.
Démonstration. (i). On suppose qu’il existe R, Q1 € Z4[X] vérifiant R = P [p| et vg(U—RQ1) > v. Soit
S € Z4[X] tel que S = R[p*"]. Alors on pose D := p_2“(S R) (1), qui est dans Z,[X] par hypotheése.
Comme R = P[p*], ona R= P modulo p donc R est aussi unitaire et sans facteur carré, donc premier
avec sa dérivée. Le lemme 1.1.2 assure Pexistence de A, B € Z,[X] tels que AR + BR' = 1[p"], ce qui

donne en multipliant par D :
AR+ BiR =D[p*" %" (2)

avec Ay := DA et By := DB. Par hypothése, U = RQ [p"] donc en évaluant cette relation en X +
p?*A1(X), on obtient :

U(X +p*A1(X)) = R(X +p™ 41 (X)) Q1 (X + p™" A1 (X)) [p]

Or, comme vg(U') =t > v — 2u, la formule de Taylor-Young (que l'on peut appliquer grace au lemme
C.2.2) assure que :

too oy
U+ A0) =000 + 3 P Ay v ©)

En outre, comme v < 3u, on a (1 + p?“B;)(1 — p*“By) = 1[p*] et donc modulo p* :

2uk
R(X + p™ A1 (X))Q1(X + p* Ay (X < b Al R<’“>> Q1(X +p™ A (X))
k=0

( )+p2“[14 R(X))[(1 +p™B1)(1 = p™ B)|(X)Q1 (X + p™ A1 (X))
(R(X) + 7 AL R + BiR](X))(1 - p* B (X)) Q1 (X + p** 41 (X))
(X) +p*"D(X))(1 = p*B1(X))Q1(X +p* A1(X))  par (2)
(1= p**Bi(X))Q1(X +p*A1(X))  par (1)
Donc d’aprés (3), Q2 := (1 — p**B;(X))Q1(X + p**A; (X)) convient.
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(ii). On pose Ry := p~“ Y(U — PQo) et Ry := p~'U’, qui sont des polynomes de Z,[X] vu que
ve(U’) = t et d’aprés Uhypotheése (ii7). Quitte & remplacer Qg par le quotient de la division euclidienne de
U par P (que 'on peut effectuer dans Z,[X] car P est unitaire), on peut supposer que deg(Ry) < deg(P).

Soit Y une idéterminée algébriquement indépendante de X . Alors d’aprés la formule de Taylor-Young :

+o00
UX +p"Y) =U(X) +p"YU'(X Z ey U (X) ( )

() ()
Mais, d’aprés le lemme C.2.2 pour tout k > 3, Y (X) € Z4[X] donc pk“Yk% = 0[p"]. En outre,
on voit immédiatement en dérivant que vg(U” (X)) 2 ve(U'(X)). Ainsi, comme p # 2, vg (p2“%) =
v(p?“)vg(U"(X)) > 2u +t = v, de sorte que :

U(X +p"Y) =U(X) +p"YU'(X) = P(X)Qo(X) + p"*(Ro(X) + YR (X)) [p"]

D’apres 'hypothése (7). et le lemme 1.1.2, on dispose alors de A, B € Z,[X] tels que AP+ BRy = 1[p"].
On obtient alors en multipliant cela par Ry que :

AP+ B1Ry = Ro [p"]
avec A1 := ARg et By := BRy. Ainsi :
U(X +p"Y) = P(X)Qo(X) + p" (A1 (X)P(X) + Bi(X)Ri(X) + YR (X)) [p"]
Et donc en substituant X 4+ p*B1(X) & X et —B(X) a 'Y, on obtient :
U(X) = P(X +p"Bi(X))Qu(X) [p"] (3)
avec Qq(X) := Qo(X + p“B1(X)) + p*Tt A1 (X + p“B1(X)). Mais la formule de Taylor-Young donne :

P// (X)

P(X +p"Bi(X)) = P(X) +p"Bi(X)P'(X) + p* B1(X)? 5

[p*]

les termes d’ordre > 3 s’annulant vu que v < 3u et d’aprés le lemme C.2.2. Ainsi, P(X) = P(X +
p“B1(X)) [p], et P(X +p"B1(X)) = P(X) +p“B(X)P'(X) [p?*], donc d’aprés (3), on peut appliquer le
point (7). prouvé ci-dessus pour obtenir existence de Q5 € Zq[X] tel que :

U(X) = (P(X) +p"Bi(X)P(X)@Qs5(X) [p"]  (4)

Soient Qg, Ra € Z4[X] le quotient et le reste de la divison euclidienne de By P’ par P (Qg et Ry sont bien
dans Z,[X] car P est unitaire). Alors on a :

(1-p"Qe +p™Q5) (1 +p"Qs) = 1[p*] (5)
Donc, modulo p?; (4) et (5) donnent :

U(X) = (1= p"Qu(X) + 7' Qu(X ) (1 + p" Qu(X))(P(X) + 5" Br (X)P'(X))@5(X)
— (1= p"Qul(X) + ' Qe(X ) (PX) + p"[PQs + Ral (X))(1 + 5" Qa(X))Qs(X)
= (P(X) + 9" Ba(X) ~ p Qs (V) Ba(X))Q1(X) (0
=

Avec Q7(X) 1+ p“Qs(X))Q5(X). Posons R := P + p“Ry. Alors, comme R(X) = P(X)|[p] et
P(X)+p*Rao(X) — p?*Qe(X)Ra(X) = R(X) [p?¥], I'équation (6) et le point (i). prouvé ci-dessus assurent
Vexistence de Q3 € Z,[X] tel que vg(U — RQ3) > v.

Pour prouver le résultat voulu, il ne reste donc plus qu’a établir la complexité de ’algorithme décrit
dans la preuve. Tous les polynomes utilisés sont de degré en O(deg(P) + deg(Q)) et les seules opéra-
tions effectuées sont des sommes, des produits, des divisions euclidiennes et ’application de I'algorithme
d’Euclide étendu. Le lemme I.1.1 assure alors que toutes ces opérations cotitent O((deg(P) + deg(Q))?)
opérations élémentaires sur Z,/p*“Z,. D’ott la complexité totale.

O

Le lemme suivant prouve que l'algorithme prédédemment décrit converge vers un facteur polynomial
de U a racines dans Qp".

Lemme 1.1.4. Soient P € Zy[X], (an)nen une suite d’entiers naturels non nuls strictement croissante
et (Qn)nen € Zg[X]N une suite de polynomes unitaires vérifiant :

132



(i). Vn e N, v6(Qni1 — Qn) > ap
(ii). Pour tout n € N, il existe R,, € Z4[X] tel que va(P — QnRy) > an,.
(iii). Qo est sans facteur carré.

Alors (Qn)nen converge dans Z4[X] (pour la norme associée & vg définie au paragraphe 2.2 apres la
définition 2.2.4) vers un facteur de Q € Zq[X] de P dont toutes les racines sont dans Qp".

Démonstration. Comme les @, sont tous unitaires, (i). assure que tous les @, ont méme degré d. Comme
Q, est complet (comme extension finie de Q,), et que (Q4)4[X] est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie, cet espace est aussi complet pour la norme associée & vg. Or, (Qn)nen est de Cauchy dans (Qg)q[X]
car d’apres ()., on a pour tous entiers naturels n < m :

m—1 m—1
v6(Qm — @n) 2 kz: v6(Qrv1 — Qk) = kz: ag 2> an WS TO0
=n —

Donc (Qn)nen converge vers Q € (Qq)q[X]. Le passage a la limite dans (). assure alors que @ est unitaire
de degré d et a coeflicients dans Z,.

Soit = € @ une racine de Q. Comme Q = Qo d’aprés (i). et que Qg est sans facteur carré d’aprés
(iii)., le lemme 2.3.12 assure que x € Zy". En outre, on a pour tout n € N :

De sorte que par (ii). et (4i4). :
v(P(x)) = min(v(P(2)=Qn(x) Rn(2)), v(Qn(2)=Q(2))+v(Rn (), v(Q(x))+v(Rn(2))) = min(an, an, +00) = an

Donc, comme a, - +00, on a v(P(x)) = +oo i.e. P(x) = 0. Ceci étant vrai pour toute racine de @,
n——+0oo

Q est un facteur de P. O

I.2 Quelques propriétés techniques des polyndmes de division.

Nous prouvons ici quelques résultats techniques utilisés par Satoh (notamment en 7.2.1 et 7.2.3) et
prouvés par Cassels dans [11]. Nous rappelons les relations de récurrence qui lient les polynomes de
division (proposition E.5.5) :

Uy =1, Uy:=2Y, Uy3:=3X*"-64AX?-12BX-A? U, :=4Y(X°-5AX*-20BX*-4ABX+A3-8B?)
Et :
Wopyr o= Vo U2 — W, U2 pour n > 2

U, (W2 _ W, 0 — T, 02
Wy, = ( n—1 +22Y 2 n+1) pour n > 3

On note aussi pour tout n > 2 :

2 2
\Ijnfll:[/n+2 B \IJH*Q\I/nqtl

n = XU2 _®, D, t Q=
¢ n 1 +1 € 4Y

¢1:=1, Q1 :=Y avec la convention ¥ := 0 pour le calcul de €,.

Tous ces polynomes sont a priori dans Z[X, Y, A, B] mais la substitution Y2 = X?+ AX + B permet de
voir U2 ¢,, et s, comme des polynémes de Z[X, A, B]. Par convention, X sera la variable "principale",
c’est a dire que l'on se référera & X pour parler de degré, de coefficient dominant...etc. On peut obtenir
le résultat suivant par récurrence :

Lemme 1.2.1. Sin est impair, alors V,, est un polynéme de degré ”2;1 et de coefficient dominant n et

n?—4
2

si n est pair, % est un polynome en X de degré et de coefficient dominant n. ¢, est unitaire de

degré n%. En outre, Us,,1(0, A,0) = (—1)"An(+1),

Lemme 1.2.2. ¢, (et U, sin est impair) n'ont aucun facteur non trivial dans Z[A, B]. Si n est pair,
les seuls diviseurs non triviauz de W,, dans Z[A, B] sont les 2 pour k € {1,--- ,va(n)}.

Démonstration. Le résultat est trivial pour ¢, puisque ce polynoéme est unitaire. Si n est impair on écrit
n =2m+ 1. Si f € Z[A, B] divise ¥,, il divise donc son coefficient dominant 2m + 1 et son coefficient
constant, de terme dominant en A égal a (—1)" A"+ (d’aprés le lemme 1.2.1) donc f = 1.

Sinon, on écrit n = 2¥m avec k € N* et m € N impair et on prouve le résultat par récurrence sur k.
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Initialisation : Pour k = 1, on utilise I’égalité :

\Pm(\I’ranl\I/m+2 - \I]meqlgnJrl)
2Y

v, =

2
Si f € Z[A, B] divise ¥, il divise donc Yin- lql'"” lp 2V , puisque ¥,,, n’a aucun diviseur non
trivial dans Z[A, B]. Or, d’apreés le lemme 1.2.1, le terme domlnant de U2 _ W0 — U, 202
vaut :

(m—2)2—1 3(m2-1)
2 2

m 27
(m+2)(m — 1)2Y2X “F—+m=D"=4 _ (i 9)(m 4 1)2Y2X Hm+)* =4 _ gy2x

Donc f|2. D’ou le résultat pour k = 1.

Hérédité : Soit k € N*. Supposons le résultat vrai au rang k. On utilise alors ’égalité :

\112" (\Ijgkm 1\Ij2km+2 \Ij2"m 2\11
2Y

2km+1)

\I]2k+1m =

Si f € Z[A, B] divise Waki1,,, on écrit donc f = gh avec g divisant Wok,,, donc g|2¥, d’aprés

. V2 Wop o= Tok, U2
I’hypothése de récurrence, et h divisant —2-m=1 2 *22Y 2m? 2Pmil D’aprés le lemme 1.2.1, le

terme dominant de ‘I’Skm,l‘l’zkmﬁ — \Ilzkm,zlllgkmﬂ vaut :

k 2
2 (2%m+2)“—4 m— 2)
—pETmEnTod

. k
(28m — 1)2(2%m + 2) X @D Y — (26m + 1)2(28m — 2) X " mtD) -1+

_ 4YX3m222k71

Donc h|2. Donc f|281. D’ou litération et le résultat.
O

Pour prouver le lemme qui suit, on voit les polynémes de division comme des polynémes associés a
une courbe elliptique effective définie sur un corps de caractéristique nulle qui se plonge dans C (par
exemple la courbe E définie sur Qq). On note E cette courbe elliptique (& ne pas confondre avec la
courbe E définie sur F,) et on conserve les coefficients A et B pour définir son polynéme de Weierstrass
Y? — X3 — AX — B. On sait qualors (voir théorémes 4.3.1 et ) A = —g4(A) et B = —gg(A) pour un
certain réseau A de C et que :

®:zeC/A—s (PA(Z), %P’A(ZQ cE

est un automorphisme de groupes. Pour tout P := (z,y) € E, on a donc z = P, (z), y = 3P4 (2) pour un
unique z € C, de sorte que :

2Q, (,y)

[n]P = [n]®(z) = ®(nz) ie. Pr(nz)= gn(x)3 (%)

et Pp(nz) =

d’aprés le corollaire E.5.6.

Lemme 1.2.3.

<I>zn(X)=\Ifi(X)<I>2($2g§) et qun(X):qu(X)\pg(q’"(X)>

Démonstration. On a ®(2nz) = [2]®(nz) donc par (*) :

Dop () ~ P(Pa(nz)) L (‘PZ Ezg)
W) = Pa(2nz) = W3(Pa(nz)) w2 (ga E;g)

En outre, en regardant les zéros, les poles et les coefficients dominants de W2, (X) et de U8 (X)W3 (\112 g; )
on voit que ces deux fonctions rationnelles de F sont égales. On en déduit alors que :

®20(X) = W30 (255

en combinant les deux égalités obtenues précédemment. O
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Proposition 1.2.4. ¢, et Ti, les réductions modulo p de ¢, et W2 n'ont pas de facteur commun non
trivial dans Fp[X, A, B] (pour p > 3).
Démonstration. On raisonne par absurde. Soit f € F,[X, A, B] un polynome irréductible divisant ¢, et

W . Supposons de plus que que n soit l'indice minimal vérifiant cette propriété. On distingue alors deux
cas :

Premier cas : Supposons n pair et écrivons n := 2m, pour m € N*. Le lemme précédent et les
formules donnant ®5 et U5 assurent alors que :

0y = Dgy = O~ 240, T, ~8BB, T, + 47T, =0[f]
U, =Wy, = 46,0, + A8, ¥, + BY,,) = 0[]
Donc en combinant ces équations pour éliminer les puissances de ¢, :

(44% — 27B%)3,,Tn = 0[]

o S - =10 - =2
Or, comme ®,, est unitaire, f ne peut étre dans F,[A, B]. Ainsi, f|¢,,¥,, donc f|¢,, ou f|¥,,
(comme f est irréductible). Les équations de (.5) assurent qu’en fait les deux cas sont simultanément
réalisés. Comme m < n, ceci contredit la minimalité de n.

Deuxiéme cas : Supposons n impair. Alors ¥,, € F,[X, A; B] et donc f|¥,. On utilise alors la
définition de ¢, :
an = X\I’?L - \I]nflll’nJrl

pour obtenir que f|¥, ¥, ; donc f‘ﬁiqﬁiﬂ et donc que f|@ii1 par irréductibilité de f.
Puis : - . o
Prp1 =XV, — VWi =0 [f]

puisque f |@n Donc on peut se ramener au premier cas en partant de n £ 1, qui est pair.

Proposition 1.2.5. Soit k € N*. Si p*|n alors ¢/, = (V%) = 0[p*] (pour p >3).

Démonstration. D’aprés (%), on a :

V()¢ (2) — (V3) (@)n(7) _ ( Pn(2) > _ dPa(nz) _ dz dPa(nz)

P} () x)? dx T dr  dz
( nPr(nz) nQy(z,y)

/
> "Pane) 2y Yo (@)
Donc V2 (X)¢! (X) — (¥2) (X)p,(X) = nqbn( )%Y) = 0[p*]. Soient p'1, p'z les plus grandes puis-
sances de p divisant respectivement ¢/, et (¥2)'. Il s’agit de montrer que min(ly,l2) > k. Supposons
par I'absurde que le contraire soit vrai. Comme p ne divise ni ®, ni ¥2 d’aprés le lemme 1.2.2, il est
nécessaire que l; = ly (vu que ¥2(X)¢! (X) — (¥2)"(X)p,(X) = 0[p*] et que min(ly,l2) < k). Posons
donc { :=1; =l5. On a alors :

U3 (X) (™9 (X)) = (07" 27) (X) ¢ (X) [P°7]

avec aucun des ces quatre facteurs divisible par p. Comme ! < k, cette égalité est en fait une égalité dans

W (
dPx(z)

e =2 - .
F,[X, A, B] avec aucun des quatres polyndémes nul dans F,,[X, A, B]. Ainsi, U,, et ¢,, étant premiers entre

_2 ——F
eux dans F,[X, A, B] d’aprés la proposition précédente, on obtient que \I/i|p—l\11% , ce qui est absurde
pour raison de degré. D’ou le résultat. O

Proposition 1.2.6. Soit E une corbe elliptique définie sur Fy (¢ = pY ) de polynome de Weierstrass :
W(X,Y)=Y*-X*-AX -B

Et E un relévement p-adique de E a précision > 2 (c’est & dire dont les coeffcients A et B sont égaux a
ceuz de E modulo p?). Soit f € F,[X] le polynéme donné par :

p—1
2
_ Uk <k
JX) =3 ==X
k=0 3

ou pour tout k € [0, p%l]] , uy est le coefficient devant XP* de W, (X, Aprl,Bprl). Alors :

U, (X, A, B) = f(X)Q(X) [p°]
avec Q(X) € Zy/p*Zy|X] et [ est sans facteur carre.
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Démonstration. On obtient par la proposition précédente que (¥, (X, A, 3)2)/ =2V, (X, A, B)\I/;(X, A, B)
est divisible par p mais que p ne divise pas ¥, (X, A, B) avec le lemme 1.2.2 (ici le / est la dérivée selon
X). Ainsi, p|¥ (X, A, B). On peut donc écrire U, (X, A, B) sous la forme :

EP(XV’ZLB) - \IIP(X7AaB) = )‘g(Xp) = )‘f(X)p

1

avec A € Fy et f,g €, [X] unitaire (f étant obtenu en prenanant la puissance p”¥ ~!-iéme des coefficients

de g). On obtient de la méme maniére que :

U, (X, AP BPT) = p(XP)
avec h € Fy[X]. Or, par propriété de morphisme du Frobénius (en caractéristique p), on obtient que les
coefficients de ¥, (X, AP l,Bprl) sont égaux a ceux de W,(X, A, B) élevés a la puissance p¥ !, de

sorte que :
p—1

-5

Up—1

k=0
ol pour tout k € [[O, %ﬂ, uy, est le coefficient devant X* de h, c’est & dire le coefficient devant XP* de

N-—-1 N-—1

U,(X,A? ,BP ). Onadonc:
\I]:D(X’;LB) = f(X)Q(X) [p2]

avec Q(X) € F,[X]. Cette relation modulo p est en fait valable modulo p? mais nous n’avons rien trouvé
dans la littérature pour justifier ce résultat.

Les racines de W, (X, A, B) sont les abscisses des points non nuls de 7(E[p]) = E[p] donc les racines
de f sont les p—;l abscisses des points non nuls de E[p], ce qui montre que f est sans facteur carré. [

1.3 Relévement des j-invariants a ’aide du polynéme modulaire.

Proposition 1.3.1. (proposition 7.1.1) Soient m € N* et zg,--- ,2ny_1 € Zq vérifiant pour tout i €
{0,--- ,N -1} :

(i). z; = zfﬂ [p].

(ii). 7 # 7.

(iif). ®p(zi,2zit1) =0[p™].
en convenant que zy = 2o. Alors il existe (o, -+ ,(N—1 € Zq dont les coefficients sont déterminés de
fagon unique modulo p®™, vérifiant pour tout i € {0,--- ,N — 1} :

(). G=z "]

(i). @,(Gis Gi1) =0 [p*™].
en convenant de nouveau que (N := (p-

De plus, connaissant le résidu modulo p*™ de ®,,, on peut calculer les ¢; [p*™] en O(N) opérations sur
Zq/P*™Zyg.

Démonstration. Considérons ’appication :
F:(xg,-,an_1) € Zy — (Pp(z0,21), Pp(a1,22), -+, Pp(xNn_1,m0)) € ZY

Posons z := (zg,- -+ ,2n-1). En écrivant le développement en série de Taylor de chaque composante de
F', on trouve que pour tout § € Z, :

F(z+p™8) = F(2) + p™Jac.(F) ' [p*™] ()

Avec :
a5%(20721) KB? (20, 21) o 0 0
OF; 0 T (z1,20)  HE(z1,20) - 0
Jac,(F) = (2) = . , )
Ox; 1<i,j<N :
%(ZN—MZO) 0 0 %(ZN—MZO)

Or, d’aprés la relation de Kronecker, qui fait ’objet de la proposition 4.6.8 :
0,(X,Y) = (XP = Y)(X = Y?) [p]
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Donc :
oo, 0o,

XP _ yPr _
6Xawv Yl et ay“Y? X [p)
Donc d’aprés I'hypothése (7). 2 aX L (2, 2i41) = 20 — 241 = Zi+1 —ziy1[p] et 2 (zl, Ziy1) = 2ppq — 2 = 0[p]
pour tout ¢ € {0,--- , N — 1}. Donc la réduction modulo p de Jac,(F') est la matrice diagonale :

Diag (71" — 71, %" — 7, %" — %)

de déterminant Hfigl(ZPQ — %) # 0 d’aprés 'hypothése (ii).. Ainsi, v, (det(Jac,(F))) = 0 et donc
det(Jac,(F')) est dans le groupe des inversibles de Z,, ce qui assure que Jac,(F') est inversible dans Z,.
On peut donc considérer § := —ﬁJan(F)_lF(z), qui est a priori dans Q,, mais qui est en fait dans Z,
d’apres 'hypothése (i47).. Ainsi, en prenant ¢ := z + p™J, on obtient par (x) que les coordonnées ¢; de ¢
vérifient les propriétés (4). et (i¢). que I'on devait montrer.

Ayant montré l'existence de ¢, prouvons maintenant l'unicité modulo p*™. Soit ¢’ € Z,, une autre
solution convenable. Alors en posant ' := z + p™d’, on obtient par (x) que Jac,(F)*(§ — ') = 0[p™], et
donc § = §'[p™] par inversibilité de Jac,(F) modulo p™. Ainsi, ¢ = ¢’ [p>™].

Il ne reste plus qu’a vérifier le calcul de complexité. Calculer les N composantes de F'(z) et les
2N coordonnées non nulles de Jac,(F) est fait avec O(N) opérations arithmétiques élémentaires sur
Zq4/p*™Zy. Pour calculer Jac,(F)~'F(z), on résout Jac,(F)X = F(z) par la méthode du pivot de Gauss
sur les matrices creuses (connaissant la structure de la matrice & l’avance) :

1. On commence par éliminer les termes supra-diagonaux par N — 1 opérations sur les colonnes

successives du type Cy «— Cy — a1C1, puis C3 +— C5 — a2Cq, ..., Oy «— Cy —an—_1Cn_1.

2. Ceci fait apparaitre des coefficients potentiellement non nuls sur la derniére ligne que 1’on élimine

avec N — 1 opérations sur les ligne du type Ly <— Ly — b1Ly, Ly <— Ly —bsLo, ..., Ly —
Ly —bn,Ln-1.

3. On inverse le systéme diagonal obenu en N opérations.

Il faut donc 3N —2 = O(N) opérations pour calculer Jac, (F)~!F(z). Il reste a faire une soustraction dans
(Zq/meZq)N pour obtenir ¢ := z — Jac,(F) ' F(z), ce qui se fait en temps O(N). D’oti la complexité
attendue. O

Proposition 1.3.2. (proposition 7.1.2) Supposons que j(E) # j(E)pz. Soient (an)nen une suite stric-
tement croissante d’entiers naturels non nuls et (20.n)neN, - , (2N—1,n)neN, IV suites d’éléments de Z,
telles que pour tout i € {0,--- ,N — 1} :

(1). Zio = j(Ei).

(ii). zint1 = zin [p™].

(iii). ®,(2in,zit1,n) = 0[p*].
En convenant toujours que (Znn)neN = (20,n)nen. Alors pour tout i € {0,--- ,N — 1}, z; p, —+> ](Ej)

n—

et pour tout n €N, z; ,, = ](EZT) [pm].
Démonstration. L’isogénie de Frobenius étant de noyau cyclique d’ordre p, le théoréme 4.6.9 assure que :

VO<i<N-—1, ®,(i(E]),j(EL)=0 (8)

Appliquons maintenant la proposition précédente au vecteur (](EZT ))o<i<n—1 pour tout m € N*. Ceci
est possible puisque les hypotheéses (ii). et (m) de Cette proposition sont trivialement vérifiées et que
I’hypotheése (i). est aussi car pour tout ¢ € {0, - —1}:

N 1728*4(141’1“) 1728*4(Api>3 ’ = (BT
J(Eiyr) = J( H_l)_4(Ap'i+1)3+27(BPi“)2 = 4(BP1)3+27(APi)2 = j(E:)" = j(Ei1)" [p]

On obtient alors que (j (ElT )o<i<n—1 est 'unique solution de ce systéme d’équations modulo p*™ pour
tout m € N*, donc I'unique solution. Par ailleurs, pour tout ¢ € {0,--- , N — 1}, (25 )nen est de Cauchy
d’aprés 'hypothése (4). et par stricte croissance de (a,)nen, donc convergente dans Qg, qui est complet.
La continuité de la valuation p-adique assure qu’en fait la limite z; de (2 n)nen est dans Z;. De plus, il
est clair que z; = z;, [p**] pour tout n € N vu que (2; m [p*"])m>n est stationnaire. L’hypothése (ii3).
assure qu’en fait pour tous i € {0,--- ,N —1} et n € N :

Dy (2, 2it1) = p(2in, Zit1,n) = 0 [p"]
donc que ®,(z;, z,+1) = 0 puisque a, j ~+o00. Comme (j(EiT))OSigN—l est I'unique solution de (.5),
on a z; = j(E;) pour tout i € {0, -- -1} O
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I.4 Algorithme de calcul du cycle de relévements p-adiques.

Soit E un relévement p-adique quelconque de E, de polynéme de Weierstrass Y2 — X3 — AX - B.
Notons pour toute partie S de Q, E(S) I'ensemble des points de E & coordonnées dans S (O inclus).

La question est de savoir a quelle précision E doit-elle approcher ET pour que E [p] se réduise sur
El[p]. Pourquoi ceci est-il important ? Parce qu’en fait, ker(V,) = E[p]. Ainsi, comme VpT est séparable et
de méme degré que V,,, la proposition 6.1.2 nous donne que ker(VpT) est I’ensemble des points de E[p]
dont les coordonnées sont de valuation positive. On connait alors la réduction de ces points?° donc en
les relevant, on peut en théorie avoir acces aker(V,!)

~ Comme ker(V,l) est un groupe cyclique d’ordre p, il suffit en fait que E[p] N E[Z"] # {O} pour que
Ep] se réduise sur E[p]. Le théoréme suivant nous dit quand cela se produit.

Théoréme 1.4.1. (théoréme 7.2.1) Les assertions suivantes sont équivalents :
(). Elp]nE[Z7] # {0}
(ii). Il existe P € E(Z;"’) \ {O} tel que 7(pP) € p*Z".
(iii). Il existe P € E(Z;”) \ {0} tel que W,(x(P), A, B) = 0[p?].
(iv). j(E) = j(E") [p?].
Démonstration. (i). = (ii). Si P € E[p] N E[Z;"]\ {O} alors pP = O donc 7(pP) = 0 € p*Z]'".
(i). = (i34). Si P € E[p|N E[Zy"1\ {O} alors U, (A, B,z(P)) = 0= 0[p? par définition.
(7). = (iv). Cette implication est difficile. Satoh utilise notamment un résultat non trivial de Na-
kamura (voir [13]) pour en donner la preuve. Nous allons donc 'admettre.
(7). = (7). Soit P € E(ZZ}T) \ {O} tel que 7([p]P) € p*Z}". D’aprés la proposition H.0.2 (et la
remarque qui suit), on dispose de @ € E(ZZT) Nker(r) tel que 7(Q) = 7(pP).
On voudrait alors montrer I'existence de o € pZy" tel que [pJa = 7(Q), [p] étant la multiplication
par p dans le groupe pZ;" muni de @, oi Fg est le groupe formel associé¢ & E. On serait tenté
d’appliquer la proposition 6.2.3, corollaire de la 5.2.2 mais p &€ U (Z;"). Toutefois, en reprenant la
preuve de la proposition 5.2.2, on peut montrer I'existence d’un "inverse" g de [p] dans %Zp [X1,
comme 7(Q) € p*Z}", on peut poser a := g(7(Q)), qui est bien dans pZ;'" et qui vérifie [pla = 7(Q).
En posant Q" :=771(a) € E(Q;”) Nker(m) (qui existe d’aprés la proposition H.0.2 et la remarque

qui suit), on obtient que :
7([plQ") = [pI7(Q") = [pla = 7([p] P)

P = ()

ott 8(T) est une série formelle définie au paragraphe G.3, dont le premier terme est 7. On a donc :
vp(2([p]P)) = vp(7(P)) — vp(@(7(P))) = vp(7(P)) — 3vp(7(P)) = —20p(7(P)) < —4

donc [p]P € ker(m) N E‘(QZ”"). De méme, [p]Q’ € ker(m) N E(QZ”") puisque @' € ker(mw) N E(Q;””).
Donc [p|P = [p|Q" i.e. P — Q' € E[p| par injectivité de 7 sur ker(r) N E(Qg’"). Puis, comme
Pe E(Z;”) \{O} et Q' € ker(m), on a (P — Q') = n(P) # O donc P — Q' € E(Zy"). D’ou (4).
(iii). = (ii). Soit P € E(Z") \ {O} tel que ¥,(A, B,z(P)) = 0[p?]. Si pP = O il n’y a rien &
prouver. Supposons donc que pP = O. Commengons par remarquer que ®,(A, B, z(P)) # 0[p] car

sinon ®,(A, B, X) et ¥,,(A, B, X) ne seraient pas premiers entre eux dans F,[X], ce qui contredirait
la proposition 1.2.4. Ainsi v,(®,(z(P), A, B)) =0 et donc :

Mais :

vp(x(pP)) = vp(®p(¢(P), A, B)) — 20, (¥, (x(P), 4, B)) < —4

En outre : ~ R
y(pP)* = z(pP)* + Az(pP) + B

avec vp(A),vp(B) =0 car AB # 0 et v,(x(pP)) < 0 donc d’aprés le point (i). du lemme 2.1.4 :

20, (y(pP)) = vp(¢(pP)* + Az(pP) + B) = 3v,(z(pP))

20. C’est justement parce que le Frobenius est inséparable que nous perdons cette connaissance si I’on remplace V), par
Frp. D’ou l'intérét de considérer V), dans 'algorithme de Satoh.

138



Donc : 1
up(T(pP)) = vp(2(pP)) = vp(y(pP)) = —Svp(z(pP)) = 2
Et ainsi 7(pP) € p*Z}". D’ou (ii).

(iv). = (#éi). On commence par montrer que ET vérifie (i4i). On sait que 7 (ker(V,})) = ker(V,), V,
étant 'isogénie de Verschiebung définie comme l’isogénie duale du p-iéme Frobenius. Comme F
est supposée ordinaire, ker(V,) = E[p]. Or, VpT est séparable car toute isogénie est séparable en
caractéristique nulle donc |ker(V,])| = deg(V,) = deg(V},) = p.

Considérons le polynéme d’annulation de VpT :

p

fvpT = H(X )

i=1

ot les x; sont les 1’2;1 abscisses distinctes des éléments de ker(V,1)\{O}. Il est dans Qq[X] car V}, est

définie sur Q. En outre, les x; se réduisent modulo p en les % abscisses distinctes des éléments

de Pensemble 7(ker(V,l)) = ker(V,) = El[p] privé de l'origine. Ceci montre que prT est en fait &

coefficients dans Z, (tous les x; étant de valuation positive, car sinon le point associé se réduirait

sur O) et que la réduction modulo p de f,,+ est sans facteur carré. Ainsi, le lemme 2.3.12, les z; sont
P

tous dans Z". Ceci montre que si P € ker(V,') \ {O}, alors 2(P) € Z?". Mais alors y(P)* € Z"
(d’apreés I'équation de Weierstrass). Ainsi, y(P)? € K ot K est une extension finie non-ramifiée de
Qy, qui est donc compléte ; et v,(y(P)?) = v,(B) = 0 d’aprés P'équation de Weierstrass (puisque
vp(z(P)) > 0). Donc X2 — y(P)? est un polynome a coefficients dans K dont la réduction modulo
p est sans facteur carré et le lemme 2.3.12 assure alors que y(P) € K" C Zy". Donc P € ET(ZZ”’).
Comme ker(V,}) € E"[p] puisque deg(V,]) = p, on en déduit que ET[p]nET(Z2") # {mO}. Comme
(i). = (iii)., on en déduit que ET vérifie (i44).

Soit Y2 — X3 — ATX — BT un polynéme de Weierstrass associé a E". Supposons que ](E) =
F(ET) [p?]. Alors on dispose de s € Z, tel que j(E) = j(ET) + p%s ie :

1728 % 443 1728 % 4(AT)3 )
= — = +p°s (%)
448 1 o7B2  4(A1)3 +27(B1)2

Donc en posant t := qui est toujours dans Z,, puisque p ne divise pas 27 = 3% et

X I8

1728 = 26x33 (p > 5), on obtient en multipliant 'équation précédente par 5-(4A%427B2)(4(A")3+

27(BM)?) : B B

A3 (B2 = (AN3B? + p*t
A'B

Donc A = u%‘ﬁ—l—]ﬁm avec u 1= Z-%, avec m, u € U(Z,) puisque AT, BT, A, Be UZy).

Ainsi, A = u?A" [p?] et en réinjectant ceci dans (%), on obtient que B = u?BT [p?].

Comme u € U(Z,), la réduction modulo p de X? — u est scindée & racines simples donc le
lemme 2.3.12 assure Pexistence de v € U(Z,) tel que v?> = u. Comme ET vérifie (iii)., on dispose
de P":= (z,y) € EN(Z}") \ {O} tel que ¥, (z, AT, BT) = 0[p?]. On sait qu’alors, d’aprés le lemme
E.b5.7:

~ ~ p2_1
U, (uzx, A, B) = U, (uz,u? AT *BY =u" =2 U, (x, AT, B") = 0 [p?]

tandis que y? = 2% + ATz + BT, de sorte que (v3y)? = (uz)® + u2 AT (uz) + u*BT et donc :
(vy)? — ((uz)® + A(uz) + B) = 0 [p?]

Appliquons le lemme de Hensel (théoréme 2.2.1) au polynéme Q := X2 — ((uz)® 4+ A(uz) + B), en
nous plagons dans une extension finie non-ramifiée de Q; contenant ¢, que nous noterons K. On
sait que v,(P(vy)) > 2 et v,(Q'(vy)) = vp(2vy) = 0 et que K est complet comme extension finie
de Qq. Le lemme de Hensel assure alors lexistence de ¢ € K tel que Q(¢) = 0 et v,(¢ — vy) > 2.
Ainsi, en prenant P := (z,(), on obtient que P € E(Z;”) \ {0} vérifie (iii). Donc E vérifie (iii).

O

Lemme 1.4.2. (lemrpe ’7.2;2) Supposons que E satisfasse 'une des conditions du théoréme précédent.
Alors pour tout P € Elp] N E(Z;") \ {O} :

Up <aa‘1;(;; (J:(P),A,B)) =1
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Démonstration. E[p] N ker(n) est un sous-groupe non trivial de E[p] puisque 7 : E[p] — E[p] n’est pas
injective (car |E[p]| = p? tandis que |E[p]| = p). En outre, nous avons vu dans la preuve de la proposition
précédente (implication (iv). = (iii).), que 7 est surjective (puisque 7 (ker(V,!)) = ker(V,) = E[p] et que
ker(V,]) C E[p)). Ainsi, E[p] Nker(m) C E[p] et donc ce groupe est cyclique d’ordre p d’aprés le théoréme
de Lagrange. En outre, 7 induit une bijection entre E[p] N E(Z;““) et F[p] qui préserve la structure de
groupe (puisque 7 est un morphisme de groupes). Donc E[p] N E (Zy") est aussi un sous-groupe d’ordre
p de E[p).

Considérons donc P et Q des points non nuls respectifs de E[p]NE (Zy") et E[p]Nker(r). Il engendrent
alors ces deux groupes. Comme l'intersection de ces groupes est réduite a O, l'application (4, j) € [0,p —
1]? — iP + jQ € El[p] est injective donc surjective par égalité des cardinaux, de sorte que :

E[p] = {iP +jQ | (i,5) € [0,p — 1]}

Ainsi, on obtient que I’ensemble des abscisses des points de E [p] est égal a :

{sip i@ 16,9 < L5 <ip-nfofeary e 125 b o fegay s < [0}

En effet, comme les points opposés, ont méme abscisse et que iP = —(p — )P et jQ = —(p — j)@ pour
tous 4, j € [0,p — 1], il est facile de vérifier que ceci décrit bien toutes les abscisses possibles. Comme il y

a au plus % éléments distincts dans cet ensemble, la description donnée est en fait bijective. Ainsi, le

p-iéme polyndéme de division s’écrit :

EE;A 171 -
Et ainsi :
ov IO 7 2
oy @PLAB) =p [I (@(P) =P +5Q) [[(P) - =(iP) H - 2(jQ))
15 - )

Posons pour tout j € [1,p — 1], 7; := 7(j@Q). D’apreés les résultats du paragraphe 5.3, on a :

vielp—1], @(Q) =7 A7 +0(r}) et y(jQ) =77+ A7} +0(7})
Ainsi, avec les formules d’addition des points, on obtient que pour tous (i,5) € [1,p — 1]?
y(iQ) —y(iP)
2(jQ) — x(iP)
Comme iP ¢ ker(m) pour tout ¢ € [1,p— 1], on obtient avec 'équation de Weierstrass que v, (y(iP)) =0
De plus, comme 7 induit une bijection entre E[p] N E(Zy") et E[p|, on a x(P) # x(iP)[p] pour tout
i € [2,p—1]. Comme v,(7;) > 1 puisque jQ € ker(r), on en déduit que pour tout j € [1,p —1] :

vp(x(P) = 2(P +jQ)) = vp(=2y(iP)7; + O(77)) = v, ()
Et pour tous i € [2,p—1] et j € [1,p—1] :
vp(x(P) = x(iP + jQ)) = vp(2(P) — 2(iP) + 2(iP) — z(iP + jQ))
= min(v, (¢(P) — z(iP)), vp(z(iP) — z(iP + jQ))) = 0
Enfin, comme P & ker(m), v,(x(P)) > 0 tandis que v,(z(jQ)) < 0 puisque jQ € ker(r) et donc :
up(#(P) —2(jQ)) = vp(2(jQ)) = —27;

Pour tout j € [1,p — 1]. D’ou :

w(iP +iQ) = ( ) —2(iP) ~ 2(jQ) = #(iP) + 2y(iP)r; + O(?)

p <88‘§(p (A’B’m(P)O = vp(p) + Z vp(z(P) —z(iP +jQ)) + va(x(P) —z(iP))
+ZUP P) —z(jQ)) —1+ZUPTJ 2i:vp(7j):1

ou l'on a utilisé le fait que jQ = f(p — 7)Q et donc que 7; = —7,_; pour tout j € [1,p —1]. D’ou le
lemme. O

140



Théoréme 1.4.3. (théoreme 7.2.3) Soit E : Y? = X3 + AX + B une courbe elliptique sur Fy(q = p™)
telle que j(E) ¢ Fp2, E;(0 < i < N — 1) son image par Frl,, M > 2 un entier. Alors on dispose d’un
algorithme pour construire des courbes elliptiques E(D) sur Zq et un polynome D) ¢ coefficients dans
Zq tels que :
(1)-
R®) = H (X — z(P)) modulo p~1

c((D)\ {0}
Pei{_m}

avec G(D) = B [p] 0 E((t’))(zgr)
(ii). j(E((i))) = j(E(i)T) modulo pM.
(iii). (A@D)) = AP et (B(0)) = B¥'
(iv). GU) est un groupe d’ordre p dont la réduction modulo p est la p-torsion de E;

Les polynomes h{®) et les coefficients AUD) et BU)) peyvent étre calculés avec O(NIn(M)) opérations
sur Zqy/pMZ,.

Démonstration. Relevons tout d’abord les j-invariants. Soient Z(()O), e ,Z(()N_
que zél) = j(EN,,L) Alors on a bien Zél) = Z':()i+1)p
p, on a @, (2", 2+

D des éléments de Zq tels
modulo p. De plus comme le Frobenius est de degré
) = 0. Enfin, z(()o) ¢ F,2 donc comme le Frobenius est un morphisme de corps
surjectif sur [z, z(()i) ¢ F,2 pour tout i. On peut donc appliquer la proposition 7.1.1 qui nous fournit
une suite (z\”)ren de Z, vérifiant pour tout k, z_ (i+1)p
o, (z,(f), z,(fﬂ)) = 0 modulo p. Le corollaire 7.1.2 avec a;, = 2* montre que pour 0 <i < N —1et k € N,
zl(f) = j(EL_,) modulo p*". Pour ko = [logs(M —1)] on a z,(c? =j(En_i)[pM1.
On veut maintenant trouver A() et B(")) dans Zq4 tels que G(AE) By = z,gf)v_i). c’est-a-dire

=z modulo p, 2\’ = 2, modulo p?* et

(4~ —1728) A3 97, NI B2 = g
Soit B(®) ¢ Z4 un relévement de B; et posons
P = (427" —1728) X3 4 272 ") ()3

Alors P € Zy[X], et

P = (45(E;) — 1728)X° + 275(E;)B®’
Donc P admet A; pour racine simple. Donc d’aprés le lemme de Hensel on dispose de A(%)) une racine
de P dont la réduction modulo p vaut A; et qui s’obtient en O(log(M)) itérations de Newton. La courbe
définie par A(®) et B(()) veérifie bien les conditions (i7) et (iii) du théoréme.

Etudions le groupe G((*). D’une part, d’aprés la condition (ii), la courbe E(®) vérifie les conditions
du théoréme 7.2.1 donc G((*) n’est pas réduit a @. Comme c’est un sous-groupe de E((i))[p] qui est
d’ordre p?, G(®) est d’ordre p ou p?. D’autre part, la réduction modulo p 7 induit un morphisme de
groupes de G(()) vers E;[p] dont le noyau est réduit & O d’aprés la proposition H.0.2. Comme E;[p] est
d’ordre p, on en déduit que G(()) est d’ordre p et la réduction de G(9)) modulo p est F;[p].

Relevons a présent le polynome de division. (E;[p]\{O})/{£1} a % éléments d’abscisses deux a
deux distinctes, toutes racines de U, (X, A(()) B(())). Par ailleurs on dispose (voir proposition 1.2.6)
d’un polynome unitaire f € Z,[X] tel que f est séparable vérifiant :

W, (X, Ai1, Bi_1) = U, (X, A(G-1) B(G-1))) = \F"

Dont I’expression est donnée par :

p—1
2
— . U k
Fx) =y X
k=0 32—

ou pour tout k € [[0, P—;lﬂ, uy, est le coefficient devant XP* de W, (X, A;_1, B;—1). Or on sait (proposition
O\IIP(X,A(“)),B«”))

1.2.5) que p divise et d’aprés le lemme 7.2.2 et ce qui précéde, les racines de f ne sont

. 100, (XA ()
pas racines de p 4 .

Comme on a de plus que f divise ¥, (X, A@) B(A)) modulo p?, on peut appliquer plusieurs fois le
lemme 1.1.3 en initialisant & u = 1 et ¢ = 1. On obtient alors une suite de polynémes unitaires de degré
Pl f, € Zy[X](k > 1) avec fi = f. La suite (fx)r>1 vérifie les hypothéses du lemme 1.1.4 avec ay, = 22",
La suite f), converge donc vers un facteur i de ¥, (X, A() B))) avec h(()) = f et h unitaire de degré
(p—1)/2. On en déduit que h est séparable, donc ses racines sont exactement les abscisses d’éléments de
G(®), On obtient alors () vérifiant la propriété (i) avec [log(M — 1)] applications du lemme 1.1.3. [
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I.5 Calcul effectif de la trace du Frobenius et comptage de points.

Proposition 1.5.1. Soienti € {1,--- ,N} et 7; := —% le parametre local en O de Ej et c;1 € Zg le
premier coefficient du développement du Verschiebung V; :

oo
— n
Ti—10V; = E CinT;
n=1

On suppose connus les coefficients AZ, BJ et le polynome unitaire et séparable th(X) dont les racines

sont les abscisses des points du groupe G; := EZT [p] N EZ(ZZT) privé de O. Alors on peut calculer 012,1 avec
O(1) opérations sur Z,.

Démonstration. Le théoréme E.9.5 (et la remarque qui suit) assurent l'existence d’une isogénie v; €
Hom(E], E] /G;) (il s’agit de celle construite par Vélu dans [10] avec les formules présentées a la fin de la
section 3). Or, on a vu que G; = ker(V;) (en effet, 7(G;) = E;[p] = ker(V,) = w(ker(V,))) et [ker(V})| =
deg(V,) = p = |G4]). Ainsi, la proposition E.9.3 assure I'existence d'une isogénie A € Hom(E] /G;, E]_,)
telle que Aov; = V;. Comme p = |ker(V;)| = |ker(Aow;)| = |ker(N)||ker(v;)| = |ker(A\)|p, on a ker(A\) = {O}
et donc A est un isomorphisme d’aprés la proposition E.9.4. On peut donc écrire, d’aprés la proposition
3.3.8:
MXY) = (X, 7Y)

:3 . . .
avec 2 = ;iA}’i, oy et B; étant les coefficients de 1’équation de Weierstrass Y2 = X3 + a; X + 5; de

Ej /Gi. Les formules de Vélu donnent «; et 8; en fonction des coefficients s; de X -7 de hZT :

ai:=Al =5 > (3x(P)’ + A]) = (6 — 5p)A] — 30(s} — 2s)
PeG;\{0O}

Bi=Bl -7 > (5x(P)* +3Alx(P)+2B]) = (15 — 14p) Bl — 70(s} — 35155 + 3s3) + 4245
PeG;\{O}

Connaissant hiT, ces nombres sont donc calculables en O(1) opérations sur Z,.
Les formules de Vélu assurent aussi que le 7; ov; = 7; + O(Tf) (7; désignant le parameétre local en O
de EZT/Gl) Et de plus 7;,_1 0 A = ,Ty— donc :

TifloVi:72’710()\07]@’):2_4_0(7—1'2)

?

. ;AT . . s
De sorte que ¢1; = %, puis cii = 7% = iB’_{i, ce qui s’obtient en O(1) opérations sur Z,. O
Théoréme 1.5.2. Soit E une courbe elliptique non supersinguliere définie sur Fy, avec q := pV. Si

j(E)p2 # j(E), alors on il existe un algorithme permettant de déterminer |E(F,)| avec O(N In(M))
opérations dans Zq/pMZ, (pour M := L%J +3) et O(N?) opérations dans F,.

Démonstration. D’apreés la proposition 6.2.4 et les propriétés du relévement p-adique des isogénies :

Tr(Frg) = Tr(Vi 0o Vi) =c+ %
avec ¢ = Hf\]:f)l ¢i,1- Comme |Tr(Fry)| < 2,/g d’aprés le théoréeme de Hasse, il suffit de connaitre c

modulo pM avec M := L%J + 3. D’aprés le théoréme 7.2.3, on peut trouver pour tout i € {0,--- , N —1},
A; = Al [pM], B; = B} [pM] et hy(X) = hl(X)[p™] avec O(N In(M)) opérations sur Z,/pM7Z, et
O(N?) opérations sur F,. D’aprés la proposition précédente, on peut obtenir les cil modulo p™ en O(1)
opérations sur Z,/pMZ, donc ¢? en O(N) opérations sur Z,/pMZ, (aprés avoir effectué le produit).

En notant A,- le coeflicient devant X 2 de (X3 + AX + B)I)T_1 pour tout r € N*, on obtient par
le lemme E.11.3 que :

Ay =Tr(Fry) =c+ %

= c|p]

Et grace a la relation de récurrence A,r1 = Agr A, on sait que 'on peut obtenir A, en O(N) opérations
sur IF,. Connaissant c2 [pM] et ¢ [p], on peut retrouver ¢ [p*] en O(In(M)) opérations sur Z,/pMZ, avec
la méthode de Newton (utilisée dans la preuve du lemme de Hensel). On en déduit alors Tr(Fr,) = c+ ¢
et donc |E(F,)| = 1+ ¢ — Tr(Fr,) (d’aprés le théoréme de Hasse) avec au total O(N In(M)) opérations
dans Z,/pMZ, et O(N?) opérations dans F,,. O
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I.6 Cas j(F) € Fp.

Supposons & présent que j = j(E) € Fp2 (ie que j(F) = j(E)pQ). Soit m € {1, 2} tel que p™ = |Fp(j)|.
Ainsi m = 1si j € Fp et m = 2 sinon. L’idée est de construire une courbe elliptique sur F,m isomorphe
& I/ sur [Fy. On remarquera que 1’algorithme décrit ici ne fonctionne que pour % impair.

Proposition 1.6.1. Il existe une courbe elliptique E' sur Fpm telle que j(E') = j.

Démonstration. En effet, placons-nous momentanément dans le corps F,m et supposons j # 0 et j # 1728.
Alors la courbe elliptique

36 1

E/ . 2 _ 3 _ _
B sy my = o = g T T 17as

définie sur F,m a pour j-invariant j. Sinon, les courbes
(E):y?+y=a5=0

et
(B"):y? =a® +a,5 = 1728

conviennent. O
Proposition 1.6.2. Soit N tel que ¢ = p™¥. Alors m|N.

Démonstration. Supposons m = 2 (sinon m = 1 et c’est immédiat) et rappellons que Fg = {u € F, |
u? = u}. Soit alors la divisions euclidienne de N par 2: N =2xa+ 7. j € Fj2 donc jp2 = j. En élevant
a fois cette égalité a la puissance p?, on obtient j”2a = j puis j¢ = j*". Comme j € Fgq, j? = j. Comme
m =2, j? # j. Or j#" = j donc r = 0. O

Soit E’ une courbe elliptique sur Fym telle que j(E') = j. On met ’équation de Weierstrass sous
forme canonique :
(E/) . y/2 :13/3 +A/1'/+B/

et on cherche un isomorphisme entre les courbes E(Fq) et E'(F,) sous la forme (z,y) — (u?z,u®y) pour

u € F7. Si un tel isomorphisme existait, on aurait u*A = A’ et uSB = B’. 1l s’agit donc de savoir s’il
existe un élément u = (%)1/6 = (%,)1/4 dans F,.

Pour ce faire, on se place dans le cas particulier AB # 0. Alors j # 0 et j # 1728. On vérifie si
’ —1 !’
(ﬁ%)qT = 1, auquel cas I’élément u? = ﬁ% posséde une racine carrée dans F,. Alors Ey = E’ est
isomorphe & E sur Fg. Sinon, on s’intéresse a la courbe

(Eo) :y? =2+ d*Ax + d*B’

ot d est un élément de F» qui ne posséde pas de racine carrée dans F,. Notons qu’un tel élément
existe si et seulement si % est impair. On effectue alors un twist de la courbe E’ qui n’est pas
isomorphe & E’ sur F,. En remarquant que E, E’ et Ej ont le méme j-invariant, elles sont donc isomorphes
sur IFT, comme expliqué plus haut (la question de I'appartenance de u a Fp ne se pose pas). Ainsi, comme ni
E et E' ni E’ et Ey ne sont isomorphes sur F, et qu'il n’y a que deux classes d’équivalence d’isomorphisme

(selon que u est un carré ou non), on en déduit que E et Ey sont isomorphes sur F,.

Proposition 1.6.3. Pour i € [0, 2], on définit T; = Tr(Fri..) la trace du Frobenius p™ itéré i fois sur
la courbe Eqy. Alors
Tivo =TT +p"1; =0

Démonstration. On se place dans le module de Tate T;(Ey) pour ! premier différent de p. On considére
le polynome caractéristique de I'application Z;-linéaire induite par Fr,m sur T;(Ep) :

X = X% — Tr(Frpm )X + det(Frpm) = X2 — T} X + deg(Frpm) = X? =Ty X + p™
Le théoréme de Cayley-Hamilton (vrai aussi pour les modules), donne alors que :
Fr2. — T1Frym + p™idgy () = 0

On obtient alors le résultat en composant par Flr;7m a droite et en prenant la trace.

Sachant que Ty = 2 et que 71 = 1+p™ — |E(Fpm)|, on peut en déduire la valeur de T~ . Finalement,
on peut en déduire |E(Fq)| = |Ey(Fg)|=1+¢—Tx. O
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On en déduit le :

Théoréme 1.6.4. Lorsque j(E) € Fp2 et que WJE)):M est impair, il exizte un algorithme pour calculer
|E(F,)| en temps O(N).

Démonstration. On peut compter naivement les points sur Eo(F,m) en temps O(p™) = O(1) (p étant
fixé et petit). I1 suffit alors d’itérer % — 2 fois la suite (T;);en~ de la proposition précédente pour trouver
Tr(Fry), et donc |E(Fy)| = ¢+ 1 — Tr(Fr,). O

1.7 Code de l’algorithme de Satoh.

Voici le code de 'algorithme de Satoh que nous avons utilisé lors de nos tests de temps. Nous avons
utilisé le langage Sage créé notamment a partir de Python.

Nous avons constaté que la précision préconnisée par Satoh M = L%J + 3 n’est pas suffisante, notam-
ment parce que la fonction lifth (qui trouve les facteurs R{@) du théoréme 7.2.3) fait perdre en précision
puisqu’elle mobilise beaucoup d’opérations de division. Pour N suffisament grand M = N suffit mais
pour N < 20, il faut en général prendre M > N. Régler la précision est en fait I'une des principales
difficultés pratiques que nous avons rencontrées dans 'implémentation.

# donnees de base.

p=25

N = 50

q=pN

# precision

M=N

# Corps de base Q q (qg=p"N) de generateur a

# Attention : a reduit modulo p donne un generateur de Fq. Pour faire
facilement des calculs dans Fq, on me se preocupera que des termes
modulo p, quitte a tronquer les autres termes sans perdre en precision a

l’aide de la fonction liftto.

K.<a> = Qq(q, prec=M)

# Corps fini Fq de generateur g (dont le polynome minimal est la reduction
modulo p du polynome minimal de a):

Fq.<g> = GF(q)

#anneau des polynomes a une variable Q q[Z].
Annl.<z> = KJ]

#anneau des polynomes a deuxr variables Q qfX, Y].

Ann2.<x, y> = K[|

# Attention , on prendra garde au fait que les polynomes a une variable s’
ecrivent en z et que les polynomes a deuxr variables s’ecrivent en = et y

#polynome modulaire (pour p=5, changer pour p different) donne par https://
math. mit.edu/ " drew/ClassicalModPolys. html

Phi = K(141359947154721358697753474691071362751004672000)+K
(53274330803424425450420160273356509151232000) *(x+y)+K
(—264073457076620596259715790247978782949376) *xxxy+K
(6692500042627997708487149415015068467200) *(x"2+y~2)+K
(36554736583949629295706472332656640000) *(x "~ 2xy+x*xy ~2)+K
(5110941777552418083110765199360000) *xx ~2xy~2+K
(280244777828439527804321565297868800) x(x"3+y ~3)+K
(—192457934618928299655108231168000) *(x "~ 3xy+xx*xy ~3)+K
(26898488858380731577417728000) *(x"~3*xy 2+x"2xy ~3)+K
(—441206965512914835246100) +x " 3+y"3+K(1284733132841424456253440) +(x"d-+y
~4)4K(128541798906828816384000) *(x " 4xy+x*y ~4)+K(383083609779811215375) *(
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X 4xy " 24x " 2%y ~4)HK(107878928185336800) x (x " 4xy "34+x"3xy ~4)+K
(1665999364600) x " 4+y~4+K(1963211489280) * (x 51y ~5)K(—246683410950) *(x
~hxytxxy ~5)+HK(2028551200) #(x " 5xy " 24x " 2%y " 5)HK(—4550940) * (x " 5xy 34X " 3%y
~5)4HK(3720) % (x "5y 4+x"4xy ~5)4HK(—1) xx "5y "5+K(1) *(x"6+y ~6)

# Anneau des matrices NxN aux coefficients dans A
M N = MatrixSpace (K,N,N, sparse=True)
M NI = MatrixSpace (K,N,1,sparse=True)

# Fonction de relevement (ou de reduction) a precision donnee
def liftto (b,n):

prec = b.precision absolute ()

liftb = O(p~n)

bList = b.expansion ()

for i in range(min(prec,n)):

for j in range(len(bList[i])):
liftb = liftb + bList[i][j]*a~j*5"1i
return liftb

# Fonction de reduction de Qq dans Fq.
def down(A):
alpha = Fq(0)
Aliste = A.expansion ()
for i in range(len(Aliste[0])):
alpha += Aliste [0][i]xg i
return alpha

## Generation aleatoires d’elements dans le corps
def rd():
s = K(0)
for i in range(N):
s += randint (0,p—1)*a"i
return s

# Generation aleatoire de deuxr elements mon nuls.
def ABz():
A= rd()
B = rd()
while A — 0:
A= rd()
while B = 0:
B = rd()
return A,B

# AB() permet de generer aleatoirement A et B dans Fgq
def AB():

A.B = ABz()

d = 4xA"3+27+B"~2

while d — 0:

Ab = ABz()
= 4xA~3+27xB"2
return A,B

# Fonction de relevement des j—invariants (j fourni)
def liftJ(j):
Z = M_N1(0)
Z[0,0] =j
for i in range(1,N):
Z[i,0] =Z[i-1,0]"p
d = {(N=1,0):diff (Phi,y) ,(N—=1,N-1): diff (Phi,x)}
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# Methode de Newton a une variable pour relever la racine zi d’un polynome

P a precision M. Attention, les polynomes univaries portent la variable

z

for i in range(N-—1):
d[(i,i)] = diff(Phi,x)
d[(i,i+1)] = diff (Phi,y)
stop = 1
while stop < M:
stop = 2xstop

e = {(N=1,0):d[(N=1,0)](Z[N=1,0],Z[0,0]) ,(N—1,N—1):d[(N-1,N

—D(Z[N-1,0],Z[0,0]) }
for i in range(N-1):

e[(i,i)] =d[(i,i)](Z[i,0],Z[i+1,0])
e[(iai+1)] - d[(1,1+1)](Z[1,0],Z[1+1,0])
Jac = M N(e)
F:M_Nl(())

F[N-1,0] = Phi(Z[N-1,0],Z[0,0])
for i in range(N-1):
F[i,0] = Phi(Z[i,0],Z[i+1,0])
Z = 7Z—Jac"—1xF
return 7

def Newt(P,xi):

Pprime = diff (P,z)

zeta = xi

stop =1

while stop < M:
zeta = zeta—P(zeta)/Pprime(zeta)
stop = stopx*2

return zeta

# relevement des A_i et B _i. Les B_ i sont les memes, seuls les A i sont
releves.
def liftAB(A,B,j):

Z = 1iftJ (j)
relA = M NI1(0)
relB = M _N1(0)
relA[0] = A
relB[0] = B
for i in range(1,N):
relA[i,0] = relA[i—1,0]"p
relB[i,0] relB[i—1,0]"p
for i in range(N):

relA[i,0] = Newt(4%(1728—=Z[i,0])*2z"3-27«Z[i,0]«relB[i,0]"2,

relA[i,0])
return [relA  relB]

# Relevement d’un facteur polynomial a la precision M (traduction du
travail de Gustave en Sage). Attention, les polynomes univaries sont
selon la wvariable z.

def lift P (P,U,t=1):

Q=P

u=1

RO = p~(—t—u)*(U/Q)

Rl = p~(—t)*xdiff (U,z)

while u < M:
Bl = xgcd (Q,R1)[2]«RO
R2 = (diff(Q,z)+«B1)%Q
Q = Qtp~uxR2

u = 2x*u
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RO = p~(—t—u) *(7Q)

return Q

# Calcul du p—ieme polynome de division pour p=5 (changer pour p different)

def divpol(A,B):
return 32x%(z"3+Axz4B) ~ 2% (2" 6+5%Axz " 4+20%Bx 2" 3—5%A" 2% 7 " 2—4xAxBxz—A
~3—-8+xB"2) —(3%z"4+6%Axz"2+124«Bxz—A"2) "3

## relevement du facteur h du p—ieme polynome de division

# Cette fonction extrait le facteur f a partir du polynome Psi_p(A~(i—1),B

“(i—1))

def extract (Psi):

L = list (Psi)

i=0

f = Annl(0)

1 = liftto (liftto (L[px(p—1)//2],1) M)

while pxi <= len(L):
f += liftto (liftto (L[pxi],1) M)/lxz"i
i+=1

return f

# Cette fonction calcule les h~(i) en prenant liftAB(A,B) en argument

def lifth (rel):
relA ,relB
Psi = []
for i in range(N):
Psi.append(divpol(relA[i][0],relB[i][0]))

rel [0] ,rel[1]

H =[]
for i in range(N):
f = extract (Psi[i—1])
H.append (lift P (f,Psi[i]))
return H

# Calcul de la trace modulo p (qui donne aussi un critere de
supersingularite ).

def trmod(A,B):
P — (°3+As74B) " ((p—1)/2)
t1 = list (P)[p—1]
t = tl
for i in range(1,N):
t = txtl1~(p~1)
return ¢

# Convertit un element de Qp en entier (utile pour calculer la trace).

def convtest(c,val):
intc = 0
prec = len(c)
for i in range(min(prec ,N//2+1)):
if len(c[i]) >0:
intc+=c|[i][0]*p~(itval)
return intc

def tolnt(c):
if ¢ = 0:
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return 0
prec = c.precision absolute ()
intC = 0
cList = c.expansion ()
if prec <= N//2+1:
# Pas de terme de rang N//2+1.
val = valuation (c,p)
for i in range(prec):
if len(cList[i]) > O:
intC += cList[i][0]*p~(i+val)
if N%2 — 0:
if intC > 2xp~(N//2):
return intC—p~prec
else:
return intC
elif intC > 2«xp~(N//2)xsqrt (float(p)):
return intC — p~prec
else:
return intC
if len(cList[N//2+1]) > 1:
# Le terme de rang N//2+1 n’est pas fiable

val = valuation (c,p)
test = convtest(cList ,val)
if N%2 — 0:
if test > 2xp~(N//2):
c = —c
cList = c¢.expansion ()
return —convtest(c,val)
else:
return test
if len(cList[N//2+1]) > 0 and cList [N//2+1][0] = p—1:
pos = 0
exp = p~valuation(c,p)
intC 4= (cList [pos][0] —5)xexp
pos +=1
exp *= p

while pos < N//2+1:

if len(cList[pos]) = 0:
intC += (1—p)x*exp
else:
intC += (1—p+tcList [pos]|[0]) xexp
pos += 1
exp *= p
else:
val = valuation (c,p)

for i in range(N//2+1):
if len(cList[i]) > O0:
intC += cList [1][0]*5" (i+val)
return intC

#4# Fonctions qui s’ utilisent dans le cas jlin|mathbb{F} {p~2}

# Cette fonction renvoit un element de |mathbb{F} {p™m} qui n’est pas un
carre dans |mathbb{F} q.

def non_ carre(p,m,j):

d =]
if m— 1:
while d~((p-1)//2) = —1:
d +=j
return d
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for i in range(p):

for k in range(p):
if d~((p~2-1)//2) = —1:

d =1
d += j
return null

def Fp2(A,B):

return d

# Cette fonction execute [ algorithme decrit dans la section precedente.

j = 1728%x4%xA"3/(4+xA"3+27+B"2)

m= 2
if j°p — j:
m=1
d = 1+1728/(j —1728)
al = —27xd
bl = 54xd
d =1

if (Axbl/(alsB))~((q-1)//2) != 1:

if (N//m)%2 = 0:
print ("Cas_non_implemente")
return 0
d = non_carre(p,m,j)
al = alxd"2
bl = d~3xbl
c =1
if m— 1:
for i in range(p):
x = Fq(i)
s = x"3 + al*x + bl
if s — 0:
ct+=1
elif s"p =— s and s~ ((p-1)//2) = 1:
c += 2
else:
x = Fq(0)

for i in range(p):
for k in range(p):

s = x"3+al*xx+bl

if s — 0:
c +=1
elif s"(p~2) = s and s~ (((p~2)-1)//2) =
1:
c += 2
x =x + 1
X =X + j
TIl =1+ p™m — ¢
c =2
d=T1
for i in range(l, N/m):
e =c
c=d

d = Tlxd—p mx*e
return 14+q—d

## Fonctions qui permettent de
def jp2():

tester le cas particulier precedant.

randint (1,p—1))
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else:
j = Fq(randint (0,p—1))xself.g"((q—1)//(p~2-1))
if j =— 0:
j += Fq(randint (1,p—1))

else:
j += Fq(randint (0,p—1))
return j
def ABp2():

i=ip20)
while j — 1728:

j = ipr2()
d = 1+1728/(j —1728)
al = —27xd
bl = 54xd

return al, bl

def testp2():
A/B = ABp2()
return Fp2(A,B) =— EllipticCurve (Fq,[A,B]).cardinality ()

## Cette fonction applique les formules de Velu pour calculer la trace. C’
est le resultat final.

def Satoh(A,B):
t = trmod (A,B)
if t.residue (1)==0:
print ("La_courbe_est_supersinguliere_donc_l ’algorithme_de_
Satoh_ne_donne_pas_le_bon_resultat.")
return 0
j = 1728%4xA"3/(4%xA"3+27+B"2)
if (j4O0(p))~(p~2) =— j + O(p):
return Fp2(down(A) ,down(B))
rel liftAB (A,B,j)
relA | relB = rel[0], rel[l]
H = lifth (rel)
c2 = K(1)
for i in range(N):
L = list (H[i])
s1 = L(p—1)//2-1]
s2 — L|(p—1)//2-2]
s3 = K(0)# a changer pour p different de 5
alpha = (6—5%p)*relA[i,0] —30%(s1°2—2%s2)
beta = (15—14xp)*relB [i,0] —70%(—s1"3+3*xsl*s2—3%s3)+42xrelA |
i,0]xsl
c2 = c2xrelA[i —1][0]«beta/(relB[i —1][0]*alpha)
¢ = Newt(z"2—c2,liftto (liftto (t,1) M))
return g+l—tolnt(c)

# Pour wverifier le resultat
def testRes():
A.B = AB()
return Satoh (A,B)

)

EllipticCurve (Fq,[down(A) ,down(B)]) . cardinality ()

# Pour faire des tests de duree d’execution.
def testTemps():

AB = AB()

t = cputime ()

Satoh (A,B)

fin cputime (t)

return fin
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