ECOLE POLYTECHNIQUE.

ENSEIGNEMENT D’APPROFONDISSEMENT.

Théoréme du relévement canonique de
Deuring.

Pierrick Dartois.

Ce mémoire est la continuité de mon sujet de PSC qui portait sur I’étude de ’algorithme de Satoh
pour le comptage des points rationnels des courbes elliptiques définies sur IFy. Etant donné une courbe
ordinaire F définie sur I, et une extension non ramifié¢e de Q, de corps résiduel Iy, notée Q,, cet

algorithme reléve E dans Q4. Dans une courbe F ainsi obtenue, Satoh calcule la trace du morphisme de

Frobenius de E relevé sur E pour en déduire |E(F,)| a laide du théoréme de Hasse. L’article originel de

Satoh ([1]) admet donc le résultat suivant di & Deuring :

Toute courbe ordinaire E/F, peut-étre relevée en E /Qq de telle sorte que la réduction modulo p

induise un isomorphisme End(F) ~ End(E).

Le but de ce mémoire est de prouver ce résultat en introduisant tous les outils théoriques nécessaires.

Etant donné la difficulté du théoréme, et la propension de lauteur & I'exhaustivité des preuves, ce
document est malheureusement assez long. Pour en faciliter la lecture, les résultats principaux sont
encadrés :

— En rouge pour les plus importants, qui font figure de conclusion d’un chapitre ou d’une partie.

— En bleu pour les résultats centraux.

— En noir pour les résultats intermédiaires importants ou difficiles mais pas centraux.
Pour distinguer les nouveaux résultats de ceux qui ont déja été prouvés en PSC, nous avons annoté les
résultats et parties qui ont été intégralement ou partiellement repris par la mention entre parenthése
(PSC). Les développements les plus techniques ou les plus périphériques ont été mis en annexe. On y
trouvera notamment des compléments d’algébre commutative et de théorie algébrique des nombres utiles
et qui n’ont pas été vus ou approfondis dans le cours de Gaétan Genevier [10]. On s’y référera librement

tout au long de ce rapport, notamment au cours des preuves.
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Chapitre 1

L’anneau des endomorphismes d’une

courbe elliptique.

Dans tout ce chapitre, K est un corps de caractéristique différente de 2 ou 3 et K désigne une cloture
algébrique de K. E, F, Es et E3 sont des courbes elliptiques sur K de polynémes de Weierstrass respectifs
W(X,Y)=Y2-X3—aX —b, Wi(X,Y) :=Y2 - X3~ ;X —b... On notera O, Oy, Oy et O3 leurs

points a l'infini respectifs.

1.1 Morphisme dual (PSC).

1.1.1 Définition.

On commence par généraliser la formule de la proposition 6.10 du cours [3] pour obtenir une formule

plus manipulable sur le degré des morphismes.

Définition 1.1.1.1. On appelle morphisme généralisé entre deux courbes elliptiques Ey et Es une appli-
cation ¢ : By — Ey telle qu’il existe f,g € K(E) vérifiant Wo(f,g) = 0 et tels qu’en tout point P € F;

ou f et g sont définies, on ait :

et ¢(P) = Oy sinon.

Exemple 1.1.1.2. Un morphisme est un morphisme généralisé. En outre, la formule d’addition des

points assure aussi que pour tout P € F la translation :
p:QeEE—P+Q€cE

est un morphisme généralisé. Ce n’est pas un morphisme sauf lorsque P = O puisque 7p(0) = P. C’est

en fait la raison d’étre de cette définition.

FE5 est une courbe elliptique donc une courbe projective plane. La proposition 4.12 du cours s’applique
alors et assure que l'anneau K[Es]q des fonctions rationnelles définies en @) est un anneau de valuation
discréte pour tout @ € FE3. On peut donc considérer des uniformisantes en @) et définir 'ordre en @) des
fonctions rationnelles.

Remarquons que si f € K(Fs) et si ¢ : By — E, un morphisme généralisé non constant alors
fo¢ € K(Ey). En outre, si To(P) et Se(py sont des uniformisantes en ¢(P) alors s4py = r4(p)g avec
g € K(E>) dont ¢(P) n’est ni zéro ni pole donc :

ordp(sg(py © ¢) = ordp(g o ¢) + ordp(repy © ) = ordp(repy © @)



Ce qui donne un sens a la définition suivante :

Définition 1.1.1.3. Soient ¢ : B — E5 un morphisme généralisé non constant et P € Fy. On définit

Iindice de ramification de ¢ en P par :
e¢(P) := ordp(ry(py © @)
ol rypy est une uniformisante quelconque en ¢(P).

On obtient aisément les propriétés élémentaires suivantes sur 'indice de ramification.

Proposition 1.1.1.4 (propriétés de U'indice de ramification). Soient ¢ : B4 — FEs, ¢ : Ey — FEj3 des
morphismes généralisés non constants, P,Q € Ey et f € K(E). Alors :

(i) ordp(f o @) = ordyp)(f)es(P).

(ii) epos(P) = ep(P)ey(o(P)).
(ii) En notant ¢ : P € Ey — P+ Q € By la translation de Q, on a e, (P) =1 et donc par (i). :

ordp(f o1g) = ordp1qg(f)

Démonstration. Pour (i), on écrit f = ur™ avec r une uniformisante en ¢(P), u € K(F3) dont ¢(P) n’est
ni zéro ni pole et n := ordypy(f). Vu que ordp(u o ¢) = 0 (puisque ¢(P) n’est ni zéro ni pole de u), on

obtient alors :

ordp(f o ¢) = ordp((uo ¢)(ro¢)™) =ordp(uo @)+ nordp(ro ¢) = ord¢(p)(f)e¢(P)

(77) est une conséquence de (i) en prenant f :=r o1 avec r une uniformisante en ¢ o ¢(P).
Pour (iii), il suffit de vérifier que e, (P) = 1 i.e. que ordp(r,,(p) © Tq) = 1, lorsque 7., (p) est une

uniformisante en 7g(P), ce qui est trivialement vérifié. O

Proposition 1.1.1.5. Si ¢ : Ey — Ey est une isogénie alors ey(P) est indépendant du point P € E;

choisi. On peut donc noter ey lindice de ramification d’un morphisme, indépendamment du point.

Démonstration. On sait qu’alors pour tous P,Q € E,¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q), ce qui donne :
VPEE, ¢oTp="Typ)0¢

et donc pour tous P € E, egorp(O) = €7, 10p(O). Or, d’aprés les points (ii) et (i) de la proposition

précédente :
egorp (0) = €4(1P(0))er, (0) = e4(P)
Et :
€ry106(0) = €1, (B(P))es(0) = €4(0)
Donc e4(P) = €4(O) et ce pour tout P € E. O

Remarque 1.1.1.6. On pourrait montrer cela pour tout morphisme généralisé non constant mais ce
ne sera pas nécessaire. C’est par ailleurs un résultat non trivial qui utilise le fait que tout morphisme

généralisé qui envoie le point & I'infini sur le point & I'infini est un morphisme.

Maintenant que 'indice de ramification est bien compris, voici donc la généralisation de la proposition

6.10 tant attendue.
Proposition 1.1.1.7. Soit ¢ : By — E5 une isogénie. Alors :

deg(¢) = eg|ker(9)|




Démonstration. Ecrivons ¢ sous forme canonique ¢(X,Y) := (r(X),Ys(X)) avec r, s € K(X). ¢ est alors
surjectif (d’aprés la proposition 6.11 du cours). E; et F5 étant infinis, le nombre de points d’ordonnée
nulle sur une courbe elliptique étant au plus 3 et r # 0 ne prenant la méme valeur qu'un nombre fini de
fois, on dispose donc de P € E; \ {O1} d’ordonnée non nulle tel que ¢(P) est distinct de Oq, d’ordonnée
non nulle et tel que deg(p(X) — r(xp)q(X)) = max(deg(p), deg(q)) = deg(¢) (en ayant écrit r := % avec
p,q € K[X] premiers entre eux). Dans ce cas, il est aisé¢ de voir que X — r(zp) est une uniformisante en

@(P) (cf. exercice 6.1.a. ou la proposition I1.19 de [4] pour une preuve compléte). On en déduit que :
ey = ordp(r(X) —r(zp))

Alors xp n’est pas racine de ¢ puisque ¢(P) # O. Il s’ensuit que ey est la multiplicité de zp comme
racine de p(X) — r(zp)q(X).
En outre, @ := (z,y) € E; vérifie $(Q) = ¢(P) si et seulement si :

r(z) =r(zp) et s(@)y=s(zp)yr

Mais si r(z) = r(zp) ie. p(z) — r(zp)g(z) = 0 alors équation de Weierstrass de E2 donne que s(x)y =
+s(zp)yp # 0 donc s(z) # 0. Si de plus, ¢(Q) = ¢(P), alors nécessairement y = % Il y a donc
autant de racines de p(X) — r(zp)q(X) que d’éléments de ¢p~1(¢(P)). Mais |¢~H(d(P))]| = |¢~1(O2)| =
|ker(¢)| puisque ¢ est un morphisme de groupes. Donc le nombre de racines de p(X) — r(xp)g(X) vaux
ex().

Enfin, si Q := (zg,yq) € ¢ 1 (#(P)) alors ¢(Q) = ¢(P) est distinct de Oz est d’ordonnée non-nulle

donc on obtient de méme que :
ey = ordq(r(X) — r(zq)) = orde(r(X) — r(zp))

qui est la multiplicité de z¢g en tant que racine de p(X) — r(xp)g(X). Ainsi, toutes les racines de p(X) —

r(zp)g(X) ont méme multiplicité égale & ey, de sorte que :

deg(¢) = deg(p(X) — r(zp)q(X)) = [ker(d)[es
O

Remarque 1.1.1.8. On déduit immédiatement de la proposition précédente et de la proposition 6.10

de [3] assurent que si ¢ : E; — E5 une isogénie, alors ¢ est séparable si et seulement si ey = 1.

Corollaire 1.1.1.9. Soient ¢ € Hom(E1, Es) et ¢ € Hom(Es, E3) des isogénies. Alors :

deg(v) 0 ) = deg(1p)deg()

Démonstration. On a eyo, = eye, d’aprés les propriétés des indices de ramification. En outre :

ker(op)= || o '({PY)

Peker(y)

Or, |~ *({P})| = |ker(p)| car ¢ est un morphisme de groupes. Ainsi |[ker(t o )| = |ker(¢)]||ker(z))| donc
deg(y o ¢) = deg(y)deg(¢). H

Corollaire 1.1.1.10. Supposons que p := car(K) > 0. Alors tout isognénie ¢ : By — Es est de la

forme ¢ =1 o gpn avec :

n n

Gpn 2 [Tiy:z] € By — [2P 1P :ZPTL]EE?H)



le n-ieme morphisme de Forbenius, Egpn) étant la courbe elliptique d’équation de Weierstrass : Y2 =

X3+ aan + " etq) € Hom(Eipn), Es) séparable.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur e,. Si e, = 1 alors ¢ est séparable et il n’y a rien &
prouver.

Supposons donc que e, > 1. Alors ¢ est inséparable. Ecrivons-le sous forme normale p(X,Y) =

p_1
(r1(X),Ys1(X)). En multipliant 'ordonnée par 1 = (ﬁ) * , on peut en fait écrire :

P(X,Y) = (r(X), Y7s2(X))

Posons 1 (X) = 2188 avec p1,q1 € K[X] premiers entre eux. On a par inséparabilité de ¢ :

P1(X)q1(X) — p1(X)gi (X)

0=ri(X)= 2 ()2

Donc p)(X)q1(X) = p1(X)qi(X) donc, comme p; et g1 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss

donne que ¢; divise ¢} et que p; divise p), donc que pj = ¢; = 0 (pour raison de degré). Donc p;(X) =

p(XP) et ¢1(X) = q(XP) avec p,q € K[X], puis r1(X) = r(X?) avec r := L.
Or, (Y?s2(X))? = r(XP)? + Ar(XP?) + B donc :

o T(XP)3 4 agr(XP)+by  r(XP)? +agr(XP)+by  r(XP)? + asr(XP) + by

X — -
s2(X) Y?2p (X3 + a1 X + by)P X3P + aP XP + bF

Donc s2(X)? est une fraction rationnelle en X?, que I'on écrit so(X) = s(XP) avec :

~ r(X)? 4 agr(X) + by
X3 +dX 40

Donc ¢(X,Y) = (r(X?),YPs(XP)), puis ¢ = ¢ o ¢, ou ¢ est l'isogénie définie sur E?’) par Y(X,Y) =
(r(X),Ys(X)).
Or, ¢, est de degré p est de noyau trivial donc ey, = p d’aprés la proposition 1.1.1.7. Par multiplicati-

vité des indices de ramifications, on obtient alors e;, = %’ et on conclut par hypothése de récurrence. [

Théoréme 1.1.1.11. Si ¢ € Hom(E1, Es) est une isogénie alors il existe ¢ € Hom(Es, E1) une
isogénie telle que :

pop=[deg(p)lp, et ¢op=][deg(p)]r,

Ce morphisme est unique lorsque @ est non nul et il est donné par la formule :

P(P) = [e,] > @- Y R

Qep~t({P}) Rep~1({0:})

pour tout P € Ey. ¢ est appelé morphisme dual de ¢.

Remarque 1.1.1.12. On peut bien sar définir le morphisme dual du morphisme nul par 0 := 0.

Démonstration. Pour démontrer ’existence, on vérifie simplement que la formule précédente convient.

Soit P € F5. Alors comme ¢ est un morphisme de groupes :

0o @(P) = [e,] Yoe@- Y e®) | =le] Y. P— > O

Qep—1({P}) Rep=1({0}) Qep({P})  Rep'({0:})
= [ep] o [lo " ({PHI(P) = [ey] o [[ker(p)[|(P) = [ey[ker(p)[](P)
= [deg(p)] P



Et si P € Ey, alors comme @ — P décrit ¢~ 1({O2}) quand Q décrit o~ ({(P)}) :

pop(P) = [e,] Yoooo@- > R|=l ooe- > @-p

Qep'{e(P})  Rep ({02} Qee {ePh) Qe ({e(P)D)
= [eg] o [le™ ({p(PYDIN(P) = [deg()] P

D’ou lexistence.
Pour l'unicité, il suffit de remarquer que si ¢’ vérifie les mémes hypothéses que @ alors (¢’ —@)op =0

donc que ¢ — ¢’ = 0 puisque ¢ est surjective lorsque ¢ est non nulle. O
On obtient un corollaire immédiat de I’existence du morphisme dual :

Corollaire 1.1.1.13. Soit ¢ : By — E5 une isogénie. Posons p := car(K). Si p fdeg(p), alors ¢ est

séparable.

Démonstration. On a ¢ o ¢ = [deg(p)] donc par multiplicativité de I'indice de ramification :

€€ = Cldeg(y)]

Mais p [deg(p) donc [deg(y)] est séparable et €(deg(ey = 1 daprés le corollaire 6.16 de [3]. Il s’ensuit

que e, = 1, puis que ¢ est séparable. O

1.1.2 Accouplement de Weil.

On introduit ici accouplement de Weil comme un outil de calcul qui nous sera utile pour démontrer
certaines propriétés du morphisme dual. En raison de la technicité des preuves, nous renvoyons le lecteur
a Pannexe A.2.1 pour une preuve de ces résultats.

Fixons n > 2 non divisible par car(K) et notons p, I'ensemble des racines n-iémes de I'unité de K.

Comme car(K) ne divise pas n, X™ — 1 est séparable donc p,, est de cardinal n.

Théoréme 1.1.2.1. Il existe une application e,, : E[n]?> — p,, appelée accouplement de Weil et vérifiant

les propriétés suivantes :

(i) ey est bilinéaire :
e'rL(P1+P27Q) :en(PlaQ)en(P27Q) et en(Pan +Q2) =€n(P,Q1)6n(P,Q2)

pour tous P, P1, Py, Q,Q1,Q2 € E[n].
(ii) e, est alternée e, (P, P) = 1 pour tout P € E[n] et e, (P, Q) = e,(Q, P)~! pour tous P,Q € E[n].

(iii) e, est non-dégénérée e, (P, Q) =1 pour tout P € E[n] si et seulement si Q = O.

1.1.3 Propriétés du morphisme dual.

A partir des propriétés de I'accouplement de Weil, on peut montrer les propriétés suivantes du mor-
phisme dual. En raison de la technicité des preuves, nous renvoyons a I’annexe A.2.2 pour une preuve

détaillée.



Proposition 1.1.3.1. Soit ¢ € Hom(En, E3), ¥ € Hom(E2, E3) des morphismes. Alors :
(i) vop=goi.

(i) Si car(K) ne divise pas n alors ¢ et ¢ sont adjointes pour l'accouplement de Weil e,, :

V(P,Q) € Ex[n] x Ea[n],  en(p(P),Q) = en(P,4(Q))

(iii) o+ =0+

o~

(iv) [n] = [n] et deg[n] = n? pour tout n € IN.
(v) deg(¢) = deg(p)-
(vi) o=

1.1.4 Retour au degré.

Nous avons commencé par quelques considérations sur le degré pour construire le morphisme dual. En
fait, réciproquement, le morphisme dual nous permet de comprendre le degré et en particulier de montrer

que c’est une forme quadratique.
Définition 1.1.4.1. Soit (A,+) un groupe abélien. Une forme quadratique sur A est une application
q: A— R telle que :
(i) g est symétrique : Va € A, ¢(a) = g(—a).
(ii) L’application :
B:(a,b) € A% — q(a+b) —q(a) — q(b) € R
est Z.-bilinéaire.

q est dite définie positive si pour tout a € A, q(a) > 0 avec égalité si et seulement si a = 0.

’Proposition 1.1.4.2. deg: Hom(FE1, E2) — Z est une forme quadratique définie positive. ‘

Démonstration. Les points (i) et (i) de la définition ci-dessus sont clairs d’aprés la 1.1.1.7. Le point (i)
découle des propriétés de l'isogénie duale (proposition 1.1.3.1, point (ii7)). En effet, si ¢, ¢ € Hom(E7, Es)

et si (.,.) est 'accouplement associé a deg alors :

[(0,9)] = [deg(w + 9)] — [deg(p)] — [deg(¥))] = (¢ + ) o (0 + ) —pop—thoy)
=(p+1)o(p+d)—pop—tpodh=por+poyp

Et cette expression est clairement Z-bilinéaire (d’aprés les points (ii7) et (iv) de la proposition 1.1.3.1). O

1.2 Module de Tate.

Dans ce paragraphe nous introduisons un outil qui permet de voir les morphismes entre courbes
elliptiques comme morphismes entre modules, objets mieux compris. Nous verrons que cela présente un
intérét dans I’étude de la structure de Hom(E1, E3).

On supposera que le lecteur est familier des limites projectives et des nombres p-adiques étudiés en
détail dans le cours de représentation des groupes compacts MAT 563 (voir [5], exercice 2.10) et sur

lesquels nous ferons de brefs rappels.

Définition 1.2.0.1. On appelle systéme projectif une suite (G, frn)n>1 telle que :
(i) Pour tout n € N*, G,, est un groupe.

(ii) Pour tout n € N*, f,, : Gp41 — Gy, est un morphisme de groupes.



On appelle limite projective de (G, fn)n>1 €t on note lim G, le sous-groupe de [],en+ Gn donné par :
= —

{(xn)n>1 € H Gn | VneWN*,  fo(zns1) = xn}

nelN*

Dans tout ce paragraphe, £ désignera un nombre premier. Pour tout n € IN* :

gl — T)Z
x — x [0"]

s’annulle sur /"T'Z donc induit un morphisme de groupes f, : Z/{("*'Z — Z/{"Z par propriété

universelle du quotient. L’ensemble des entiers ¢-adiques Zy est la limite projective de (Z/{"Z, fr)n>1 :

Zy = I(El Z/0"7 = {(xn)n21 e H Z/0Z | ¥n e N*, zpi1 =2, [é”]}
nelN*

Pour tout n € IN*, on considére E[¢"] I’ensemble des points de ¢"-torsions de E et le morphisme :
fn:PcE["] — [P € E[¢"]

Définition 1.2.0.2. On appelle module de Tate f-adique de E et on note Ty(E) la limite projective de
(B[], fr)n>1 -

T,(E) = lim E[("] = {(pn)n21 e T Ele") | vne N, Py = [E]Pn}

PR
nelN*

Proposition 1.2.0.3 (PSC). Ty(E) est muni d’une structure naturelle de Zg-module libre de rang :
(1) 2 sil # car(K).
(ii) 1 si € = car(K) et si E n'est pas supersinguliére.

(iii) 0 si £ = car(K) et si E est supersinguliére.

Démonstration. La structure de Zy-module est donnée par :
v(-rn)n21 S Z€7 (Pn)nzl S TZ(E) (xn)nZI . (Pn)nzl = ([xn]P’n)nzl

La bonne définition de cette structure se vérifie assez facilement. Elle tient essentiellement au fait que
pour n € N* P € E[{"] et x € Z, [z]P ne dépend que de  modulo £™.

(i) Supposons £ # car(K). Alors la proposition 6.17 du polycopié¢ de cours [3] assure que E[f] est
un Z/{Z-espace vectoriel de dimension 2. Soit donc (P;, Q1) une Z/{Z-base de E[{]. [{] étant surjective
(d’apres la proposition 6.11 de [3]), on peut alors définir des suites P := (P,)n>1 et @ := (Qn)n>1 telles
que P, = [{]P41 et Qn = [¢]Qn+1 pour tout n € IN*.

(P, Q) est libre sur Z; car une relation de liaison entre P et @) sur Z, donnerait une relation de liaison
entre Py et Qq sur Z /{7, ce qui est exclus.

Il s’agit maintenant de montrer que (P,Q) est génératrice. On fixe R := (Rp)n>1 € Ty(E). On
construit par récurrence sur n € IN* des suites (zn)n>1, (YUn)n>1 € Z¢ vérifiant R, = [2,|Pp + [yn]Qn.

L’existence de (x1,y1) € Z/{Z? convenable est assurée par le caractére Z/{Z-générateur de (Py, Q1)
dans E[/].

Soit n € IN*. Supposons construits 1, -+ ,Zn, Y1, ,Yn convenables. On sait que :

U Rni1 = Ry = (0] P + [Yn]Qn = [2n] (€] Pag1 + [Yn] [0 Qn+1 = [ ([70] Pry1 + [Un]Qni1)
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avec X, et v, étant des relevement respectifs dans Z de x,, et y,. Il s’ensuit que :

Sn+1 = Rn+1 - [‘an]Pn—i-l - [yNTL]Qn+1

est dans E[¢]. Comme (P, Q1) engendre E[{], il existe donc «, 8 € Z tels que :

Snt1 = [a] P+ [B]Q1 = [o][("] Pota + [B][€"]Qn

Posons donc @11 := @y, + al™ [("F1] et y,i1 = o + B [("TY]. Alors 21 = @ [0, Yni1 = yn [07]
et :
Rp1 = [Tni1]Pog1 + [Un41]Qnt1

D’ou la récurrence.

(ii) Lorsque ¢ = car(K) et que E n’est pas supersinguliére, le raisonnement est strictement le méme,
avec cette fois-ci E[f] ~ Z/lZ.

(iii) Lorsque ¢ = car(K) et que E est supersinguliere, E[¢"] = {0} pour tout n € IN* donc Ty(E) est
nul. O

Voyons maintenant 'utilité du module de Tate dans 1'étude de Hom(E, E5). Soit ¢ € Hom(E, Es)
un morphisme. Alors on peut lui associer un morphisme Z,-linéaire ¢, € Hom(T;(E1), Te(FE2)) donné
par :

V (Pa)n>1 € Te(Er),  0e((Pr)n>1) = (0(Pn))n>1

En étendant cette formule par Z,-linéarité, on obtient un morphisme de Z,-modules :

(O Hom(El, EQ) Rz Lip — Hom(Tg(El),Tg(Eg))

Proposition 1.2.0.4. Si ¢ # car(K) alors @y est injectif.

Avant d’en venir & la démonstration de la proposition ci-dessus, commencons par montrer le lemme

suivant :

Lemme 1.2.0.5. Soit M C Hom(E, E2) un sous-Z-module de type fini de Hom(FE1, Es). Alors :
M .= {o € Hom(E, Fy)| 3m € N*,  [m]oyp € M}

est libre de type fini.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que M9 s’injecte dans M ®z R comme Z-module via :

: 1
L:(pede%([mw}ocp)@)m—EM@ZR
©

ot pour tout ¢ € M¥ m, := min{m € N*|[m] o p € M}. Il s’agit de montrer que ¢ est Z-linéaire
et injective. Pour tout ¢ € M4, I, := {m € IN*|[m] o ¢ € M} est l'idéal de Z engendré par m.,. Si
0,1 € M¥ on a trivialement :

I, N1y =ppem(my, my)Z C Ippyp = MpipZ

donc M4y |ppem(my, my,) et ainsi, en écrivant ppem(mey, my) = aMeptyp, ppem(mey, my) = bmy, et
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ppem(mg,, my) = cmy, pour a,b, c € IN*, on obtient :

W+ 1) = (mpul © (0 4+ 1)) © —— = ([ampsy] o (¢ + 1) © —
Moty AMeptyp
1
= ([ppem(my, my)] 0 ¢ + [ppem(my, my)] 0 ) @ m
1 1

= ([ppem(my, my)] 0 @) © 7T ([ppem(my, my)] o ¢) ®

ppem (Mg, My

= (bmlo9)® o+ (emylo$) ® —— = (Imylo9) & —— + (mylov) @ —
me My M My

ppem (Mg, my)

= u(p) +u(¥)
ceci prouve la Z-linéarité. Montrons maintenant 'injectivité de ¢. Ceci revient & montrer I'injectivité de :
JrpeEMr—pleMezR

En effet, si ¢ € M¥ vérifie 1(p) = 0 alors j([my] o p) = myi(p) = 0 donc [my] o p = 0, puis ¢ = 0 car
sinon ¢ serait surjectif (d’aprés la proposition 6.11 de [3]*) et on aurait donc [my] = 0, ce qui est exclus
(d’apres la proposition 6.15 de [3]).

On vient de montrer au passage que Hom(FE1, Es) est sans torsion. Ainsi, M est de type-fini et sans
torsion donc libre d’apreés le théoréme de structure des modules de type-fini (théoréme 3.7.3 de [7]). Soit
donc (¢;)1<i<r une Z-base de M. Alors (p; ® 1)1<i<, est une R-base de M ®z R. En effet, cette famille

est clairement R-génératrice. Montrons qu’elle est libre. Soient A1,--- , A, € R tels que :

r r
i=1 =1

Considérons :
f:MxR — R"

(i1 nipi A) > (Ani)i<i<r
Alors par propriété universelle du produit tensoriel, f se factorise de fagon unique sous la forme f = go®
avec g : M ®z R — R" Z-linéaire et & : M x R — M ®z R, application produit tensoriel. Ainsi, en
appliquant g a (%), on obtient que :

T

Zg(% OX) =D fl$isA) = (M)icicr =0

i=1

Ce qu’il fallait démontrer.

Enfin, si ¢ € M s’écrit ¢ = >"i_; Aip; dans (¢; ® 1)1<i<, alors :
i) => Xipi®1
i=1

donc j(¢) =0 donne A\; = --- = A\, =0, puis ¢ = 0. Ceci termine ’étape 1.
Etape 2 : Montrons que t(M9) est un sous-réseau de M ®z R. En effet, ceci a un sens car M est
de type fini et donc M ®z R est muni d’une structure de R-espace vectoriel de dimension finie. On le

munit de la topologie usuelle de R. Considérons ’application :

MxRxMxR — R
(s Asth,p) > Au(deg(p +¢) — deg(p) — deg(v))

1. Les arguments données dans End(F) étant généralisables & Hom(E1, E2).
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Cette application est tétralinéaire d’aprés la proposition 1.1.4.2. La propriété universelle du produit

tensoriel assure qu’elle se factorise en une composée :

MxRxMxRZY (o, R)? 4

la fleche de droite (.,.) étant R-bilinéaire. Pour tout * € M ®z R, posons deg(z) = 3(z,z). Cette

application est une forme quadratique qui coincide avec le degré usuel sur +(M%"). deg: M ®z R — R

est continue car bilinéaire donc :
U:={reMczR|deg(x) <1}

est un voisinage ouvert de 0 dans M ®z R. En outre, il est clair que (M%) N U = {0} puisque la
fonction degré est entiére. Ceci montre que (M di”) est un sous-groupe discret de M ®z R. Puisque
t(M9) continent M @z Z qui engendre M @z R sur R, il s’ensuit que (M%) est bien un sous-réseau
de M ®z R. Ainsi, ((M¥"), puis M4 est libre de type fini d’aprés le théoréme 2.4 de [10]. O

On revoit maintenant a ’annexe A.3 pour une démonstration de ce théoréme assez difficile et technique

qui nous sera utile dans la preuve de la proposition 1.2.0.4.

Théoréme 1.2.0.6. (de factorisation) Soient Eq, Es, E3 des courbes elliptiques sur K, o € Hom(E1, Es)
et € Hom(E1, E3) des morphismes. Supposons ¢ séparable et ker(e) C ker(v). Alors il existe un unique
morphisme A € Hom(Esy, E3) tel que :

Y=2Aop

Démonstration. (de la proposition 1.2.0.4) Soit x € Hom(E, E2) ®7Zy tel que ®y(x) = 0. Alors z s’écrit :

sz%@)\i
i=1

avec 1, -+, ¢, € Hom(Eq, Es) et Ay, -+, A, € Zy. Considérons M := Y "i_, Zyp;. C’est un sous-Z-module
de type fini de Hom(E1, E2) tel que x € M ®y Zy. Ainsi, le lemme 1.2.0.5 assure que :

MY = {p € Hom(E, Ey)| Im € N*, [m]ogp € M}

est libre de type fini. Soit (1);)1<;<s une Z-base de M%*. Comme M C M (1);)1<,<s est Z-génératrice
de M donc Z; génératrice de M ®yz Zy. On dispose donc de puq,--- , s € Zy tels que :

S
Tr = Z i ®1
j=1
Soit n € IN*. Soient ay,--- ,as € Z tels que a; = p; [("] pour tout j € {1,---,s}. Alors en regardant le

n-ieme terme de la suite définissant ®(z)(P) pour tout P € T;(F), on obtient que ¢, := Y 7_,[a;] 0 ;
est nul sur E[¢"]. Comme [£"] est séparable puisque ¢ # car(K) (corollaire 6.16 de [3]), le théoréme 1.2.0.6
assure 'existence de A € Hom(F1, Es) tel que :

$n = Ao [("] = ["] oA
Comme ¢,, € Z;Zl Zap; = M 1] est clair que A € M%"_ 1l s’ensuit que :
A= bl oy
j=1
avec by, --,bs € Z. La liberté de (¢;)1<;<s assure que a; = b;¢™ pour tout j € {1,---,s}. Ainsi,
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p; = a; =0 [0"] et ce pour tous n € IN* et j € {1,---,s}. D’ott u; = 0 pour tout j € {1,---,s} et
z = 0. ]

‘Théoréme 1.2.0.7. Hom(FE1, Ey) est un Zi-module libre de rang au plus 4. ‘

Démonstration. Soit £ un nombre premier # car(K). Alors les propositions 1.2.0.4 et 1.2.0.3 assurent que
Hom(F1, E3) ®z Zy est un Zg-module libre de rang fini (comme sous-module d’un module libre de rang
fini) et que :

rgy, Hom(Ey, By) ®7 Zy < rgy, Hom(Ty(Ey), Ty(E2)) < 4

11 suffirait de montrer que rg;Hom(E, Eo) < rgy, Hom(E1, E2) ®z Z¢ pour conclure. Or, si (;)1<i<, est
une famille Z-libre de Hom(E1, E») alors (¢; ® 1)1<i<, est Zg-libre dans Hom(E1, Es) ®z Zy; en vertu

d’un raisonnement déja vu dans la preuve du lemme 1.2.0.5. Il s’agit de considérer :
Di1Zpi x 2y — 7
Ciminipi, A) — (Ani)i<ir

et d’appliquer la propriété universelle du produit tensoriel. Ceci conclut. O

1.3 Structure de End(F).

Nous venons de montrer (théoréme 1.2.0.7) que End(F) est un Z-module libre de rang au plus 4. On a
aussi vu (théoréme 1.1.1.11 et proposition 1.1.3.1) que End(F) est muni d’un endomorphisme Z-linéaire

© — ¢ tel que pour tous ¢, € End(E) :
(i) ¢ = ¢ (cet endomorphisme est donc invoultif).
(i) [n

(iii) pop =@ o = [deg(¢)] € N (en voyant Z comme un sous-anneau de End(E) via n — [n]).

| = [n] pour tout n € Z.

(iv) o @ =0 si et seulement si p = 0.
(v) poyp=vog.

On en déduit le :
Théoréme 1.3.0.1. Seuls trois cas sont possibles pour End(E) :

(i) End(E) ~ Z.

(ii) End(E) est un ordre d’une extension qudratique imaginaire de Q.

(iif) End(E) est un ordre d’une algébre de quaternions.

Avant d’en venir a la démonstration de ce résultat, rappelons ce qu’est une algébre de quaternions.

Définition 1.3.0.2. Une algébre de quaternions K est une Q-algébre intégre de la forme :

K=Q&QuaeQ5& Quap

avec a?, 32 € Q* et aff = —fa.

Remarque 1.3.0.3. Comme toute Q-algebre intégre de dimension finie, une algébre de quaternions est

une algébre a division, c’est a dire que chacun de ses éléments non nuls admet un inverse.

Démonstration. (du théoréme 1.3.0.1) Si End(E) ~ Z il n’y a rien a faire.
Sinon, considérons K := End(E) ®z Q. Alors K est une Q-algébre de dimension finie (End(E) étant

de rang fini). Elle est de plus intégre car si z,y € K vérifient xy = 0 alors on peut écrire :
T S
:E:Z%'@)\i et y:Z%‘@,uj
i=1 j=1
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avec 91, ,@p, 1, s € End(E) et Ay, -+, Ap, i1, , s € Q. Quitte & multiplier = et y par des
entiers (le ppcm des numérateurs des A; et des 11, respectivement), on peut supposer que les \; et les A;

sont entiers. Mais alors :

zy=| > Nmpiot; |@1= <Z Ai%) ° (Zﬂﬂﬂj) ®1=0
i=1 =1

1<i<r
1<5<s
on conclut alors par injectivité de j : ¢ € End(E) — ¢ ® 1 € End(F) ®z Q déja vue dans la preuve
du lemme 1.2.0.5 avec R au lieu de Q et par integrité de End(F) (proposition 6.11 de [3]) que 2 = 0 ou
y = 0. Ainsi, K est une algébre & division. Etant engendrée par End(E), qui est de rang compris entre
2 et 4 sur Z (puisque l'on suppose End(FE) # Z), K est de dimension comprise entre 2 et 4 sur Q.
On peut de plus voir End(FE) ~ j(End(F)) comme un sous-anneau de K. Montrons que c¢’est un ordre
de K. Comme End(F) engendre K, il suffit de prouver que tout élément de End(E) est entier algébrique.

Pour cela, prolongeons le morphisme de dualité a K. On considére 'application Z-bilinéaire :

End(E) x Q@ — End(E)®zQ
(2 A) — ¢®A

que on factoriste en une application linéaire de fl : End(F)®z Q dans lui-méme via Papplication produit
tensoriel. L’endomorphisme Q-linéaire ainsi défini coincide avec le morphisme de dualité sur End(FE) donc

on vérifie facilement par Q-linéarité que pour tous z,y € K :
() & =z
(ii) § = ¢ pour tout ¢ € Q (en voyant @ comme un sous-corps de K via ¢ € Q — [1] ® ¢ € K).
(iii) 22 =2z € Q4.
(iv) =& = 0 si et seulement si x = 0.
(v) 2y = g2
Considérons les fonctions norme et trace données respectivement par :

Vee kK, N(z):=z2& et Tr(z):=x+2
N est a valeur dans Q d’aprés (ii7) et Tr aussi d’aprés I'égalité :
Vee K, Tr(z)=1+4+N(z)+ N1 —=z)
N et Tr sont méme a valeur dans Z sur End(FE). L’égalité :
Ve e K, (X —2)(X —2)=X%—Tr(z)X + N(z)

assure alors que tous les éléments de End(FE) sont entiers algébriques, donc que End(F) est un ordre
de K.

Etudions maintenant K. Comme [K : Q] > 2, on dispose de o € K \ Q. Quitte & remplacer « par
a— %Tr(a) (qui n’est pas dans @ car %Tr(a) € Q), on peut supposer que Tr(a) = 0. On a alors & = —«
et donc a? = —ad € Q_ d’aprés (iii) et a? # 0 par (iv). Si K = Q(«), alors K est donc une extension
quadratique imaginaire de Q.

Supposons maintenant que K # Q(a). Soit 3 € K\ Q(a). Comme & = —a et a? € Q*, on a :

1 1 A1 1
B - 3Th(B) - 5-Tr(aB) = § — 5Tr(B) + 5 Tr(aB)a
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En ajoutant 5 — %Tr(ﬂ) — %Tr(aﬁ), on obtient :

10 (6 2T0(8) — 5 Tr(a) ) = 0

Et:

o (8- ST0(8) — 5-Tr(aB) ) = B + AL Tx(8) ~ LTr(af)

De sorte que :
1 (o (8- 510(8) 5= Tr(08)) ) = 0

Quitte a remplacer 3 par 3 — %Tr(ﬂ) - iTr(aﬁ) (ce qui ne change pas le fait que S € Q(«)) on peut
donc supposer que :

Tr(8) = Tr(af) = 0

Ainsi, on a :

a=-d B=-f et af=—af=—Ba=—Pa

En outre, 32 = —3 € Q*. On obtient donc facilement que :

Q(a,8) =Q+ Qo+ QB+ Qap

En outre, comme o € Q et 5 &€ Q(«), on obtient par la formule de la base télescopique :

[Q(a,8) : Q] = [Q(, 8) : Q)][Q() : Q] 22 x2=4

Donc (1, o, 8,aB) est Q-libre. Ceci achéve de prouver que Q(«, 8) est une algébre de quaternions. Or,

comme [K : Q] <4, il s’ensuit que K = Q(«, 8), puis que K est une algébre de quaternions. O

1.4 End(F) en caractéristique p # 0.

Dans ce paragraphe, p est un nombre premier # 2,3 et ¢ une puissance de p.

Théoréme 1.4.0.1. Soit E une courbe ordinaire définie sur F,. Alors End(E) est un ordre d’une

extension quadratique imaginaire de Q.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.3.0.1, il suffit de montrer que End(E) est commutatif et non iso-
morphe & Z. Pour I'injectivité, commengons par montrer que la fléche naturelle End(E) — End(T,(E))

donnée par :
v@ S EDd(E)7 v(Pn)nEIN* S Tp(E)a Spp((Pn)nelN*) = (@(Pn))nelN*

est injective. En effet, si ¢ € End(E) vérifie ¢, = 0 alors ¢(E[p"]) = {O} de sorte que E[p"] C ker(y)
pour tout n € IN*. Or, |E[p"]| = p™ pour tout n € IN* car E est ordinaire donc ker(y) est infini et
nécessairement ¢ = 0 d’aprés la proposition 6.10 de [3]. End(E) se plonge donc dans End(7},(E)) avec
T,(E) ~ Z, d’aprés la proposition 1.2.0.3 (cas ordinaire). Ainsi, End(T,(FE)) ~ Z, est commutatif et
End(E) aussi.

End(E) est non isomorphe a Z car I'isomorphisme de Frobenius ¢, : (z,y) € E — (29,y?) € E n’est
pas la multiplication par un entier. En effet, si par Pabsurde ¢, = [n] pour un certain n € IN alors par
égalité des degrés :

n® = deg(dq) = ¢

Donc n = p” pour un certain » € IN*. Donc ¢4 = [p"| est de noyau E[p"| ~ Z/p"Z car E est ordinaire.
C’est absurde car kerg, = {O}. O
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Remarque 1.4.0.2. On pourrait aussi montrer que la condition suffisante F ordinaire est en fait néces-
saire pour que End(F) soit 'ordre d’une extension quadratique imaginaire de Q. En effet, dans le cas ou
E est supersinguliére, End(E) est un ordre d’une algébre de quaternions. Ce résultat n’étant pas utilisé
dans ce document, il ne sera pas prouvé. Le lecteur intéressé pourra consulter la preuve du théoréme
V.3.1 de [2]. Cependant, nous allons maintenant prouver une condition nécessaire de supersingularité qui

nous servira.
Proposition 1.4.0.3. Si E (définie sur Fy) est supersinguliere. Alors j(E) € .

Démonstration. Notons ¢, le morphisme de Frobenius et E®") la courbe image de F par ¢,, pour tout
relN*.Ona:

(lgp o ¢p = [p]
avec ker[p] = E[p] = {O} car E est supersinguliére donc kergi;p est aussi trivial. Mais d’aprés le point
(v) de la proposition 1.1.3.1, degqu = degép = p donc ép est inséparable et d’aprés le corollaire 1.1.1.10,
cette isogénie se factorise en qu =1o (;S’Z avec n € IN* ou % : E®P) 5 E est séparable et ol QS;
est lisogénie de Frobenius E®) —s E®”). Par multiplicativité du degré, on a nécessairement n = 1 et
deg(1) = 1. Mais alors ¢ otp = [1] = id g2 et Yo ¢ = [1] = idg donc 1 est un isomorphisme entre E et
E(pQ), de sorte que :

2

437" 4a3 P
J(B) =i ) =17 84a3p2+27b%’2 ! 84a3+27b2 I(E)

2

Donc j(E) € Fe. O
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Chapitre 2

Le résultat central : deux bijections.

2.1 Rappels de quelques généralités sur les courbes elliptiques

sur C.

On rappelle que toute courbe elliptique E sur C est isomorphe (en tant que groupe) & un tore C/A
ol A :=Z @ 77 est un réseau de C avec 7 dans H := {z € C| Im(z) > 0}, le demi-plan de Poincaré (voir
5.12, 5.13 et 5.19 de [3]). L’isomorphisme est donné par la formule :

(pa(2), pi(2)) siz#0

@:zEC/A'—>{ i
O siz=0

p étant la fonction de Weierstrass (A-périodique) dont ’expression est donnée par :

pa(z) = 2,17+ > ((z_l/\)2)\12)

AEA\{0}

L’ensemble des courbes elliptiques sur C peut donc étre paramétré par la variable 7 € H. La fonction
j-invariant :
jiTt—j(r):=3(E;)

est holomorphe sur H et invariante sous 'action de SLy(Z) sur H donnée par :

b b
v “ € SLy(Z), T € H, “ ~T::a7+b
c d c d ct+d

On vérifie en effet que H est stable par cette opération via la formule :

a b a b _ (ad —bc)Im(7)  Im(T)
V(c d>ESLQ(Z)7TE]H7 Im((c d) T>_ let +d2 er 4+ d?

j est de plus méromorphe & l'infini, c’est & dire qu’elle peut s’écrire sous la forme j := F o q avec

F : D* — H holomorphe sur le disque épointé D* := {z € C| 0 < |z| < 1} et méromorphe en 0 et
q:7 € H e € D*. On a de plus un développement de la forme :

1
](T) = 5 + Zanqn
n=0

avec (an)new € ZN (voir [8], chapitre 4, § 2).

J est en fait une surjection (par le théoréme 5.18 de [3]) qui induit par passage au quotient une
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surjection :
j:SLy(Z)\H — C

Nous verrons plus tard que cette application est en fait bijective mais nous aurons besoin pour cela de
comprendre comment s’interprétent les morphismes entre courbes elliptiques lorsqu’on les identifie & des

tores. Pour le moment, on s’en tient au fait suivant.

Proposition 2.1.0.1. I] existe une structure de surface de Riemann sur SLo(Z)\H telle que j soit

une application holomorphe entre surfaces de Riemann.
Pour démontrer ce résultat, on commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.1.0.2. L’action de SLy(Z) sur H est :
(i) Holomorphe : pour tout v € SLy(Z), T — ~ - T est holomorphe sur H.

11 roprement discontinue : pour tout compact K C H, ['ensemble :
ii) P di i KcH, U bl
{y € SL(Z)| v- KN K # 0}

est fini.

a
Démonstration. Pour tout ( ortd

) € SLy(Z), 7 — 2TEY est bien holomorphe sur H car cette fonction
c

n’a éventuellement qu'un pole en —2 ¢ H (si ¢ # 0). D’ou (4).

b
Soient K C H compact et v := “ J ) € SLy(Z) telle que v - K N K # (). Alors on dispose de
c
7 € H tel que v-7 € K. On sait qu’alors :
. Im(7) maxex Im(z)
I <I ST) =
e m(z) < Tm(y - 7) ler +d|? =  Jer+dJ?

Le minimum et le maximum de z — Im(z) étant atteints sur K car K est compact et que cette fonction
est continue. Le minimum est de plus strictement positif car K C H. Ainsi :
max,cx Im(z)

d* <
ler +d|” < min, e g Im(z)

ler + d|? = |7]? + 2cdRe(T) + d?

Et z —> ‘RF% est continue donc admet son maximum & sur K qui est nécessairement < 1 puisque H

ne contient pas de nombre réel. Ainsi :
a I
MK M) Jor sy 2 > e2[rf2 — elldlmle| + & = ((elir] — |dlw)? + d2(1 — )
min, e g Im(z)

> mi i — 2 _ 2 201 _ .2
2 min((|e| min |z] — |d|x)7, (|| max |2] — |d|x)") +d"(1 — £7)

Comme le dernier terme de cette égalité tend vers +oco qand max(|c|,|d|) — 400, il s’ensuit que ¢ et d
sont bornés.

En outre :

De sorte que :
I 2
max, e Im(z) max |22

laT + b|* < |7 4 d]? max |z|? < —
z€K min,e g Im(z)? zex

On obtient alors exactement par les méme calculs que a et b sont bornés.
Comme a,b,c,d € Z, il sensuit que {y € SLy(Z)| v- K N K # 0} est fini. D’ou (44). O
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Le résultat de la proposition 2.1.0.1 est une conséquence du théoréme suivant que nous admettrons

(et dont on pourra trouver une preuve dans [11]).

Théoréme 2.1.0.3. (admis) Soit G un groupe agissant holomorphiquement, proprement et discontini-
ment sur une surface de Riemann S. Alors il existe une structure de surface de Riemann sur S/G telle
que Uapplication quotient w: S — S/G soit holomorphe.

Toute fonction holomorphe f : S — S’ invariante sous 'action de G se factorise alors de fagon

unique sous la forme f = f o avec f: S/G — S’ holomorphe.

Remarque 2.1.0.4. Le lemme 2.1.0.2 est trivialement vérifié pour tout sous-groupe I' C SLy(7Z). Ainsi,

'\ H est aussi muni d’une structure de surface de Riemann.

2.2 Action sur les tores des morphismes entre courbes elliptiques

sur C.

Nous savons maintenant représenter toute courbe elliptique F définie sur C comme un tore C/A o
A est un réseau de C. La question qui se pose naturellement maintenant est la suivante. Si F; et Fs
sont deux courbes elliptiques définies sur C, représentées respectivement par les réseaux A; et Ag, quelle
fonction C/A; — C/As peut-on associer a une isogénie entre Ey et Fo?

Pour comprendre cela, on commence par étudier la structure de surface de Riemann sur E et Fs.

2.2.1 Structure de surface de Riemann sur une courbe elliptique sur C.

Soit E une courbe elliptique sur C de réseau associé A. A agit par translation sur C. Cette action est
holomorphe (car une translation est holomorphe) et il est aisé de voir qu’elle est proprement doscontinue
(A étant discret). Ainsi, le théoréme 2.1.0.3 assure que C/A est munie d’une structure de surface de
Riemann pour laquelle la projection 7 : C — C/A est holomorphe. L’action étant de plus sans point

fixe, on a en fait un résultat plus fort (conséquence de la proposition 2.8 de [11]).

Lemme 2.2.1.1. 7 : C — C/A est un revétement, c’est o dire une application continue telle que tout
[z] € C/A admette un voisinage ouvert U tel que 7= (U) soit une union disjointe d’ouverts | |;c; V; de

C telle que m induise un homéomorphisme entre V; et U pour tout j € J.

Remarque 2.2.1.2. Une application holomorphe bijective étant biholomorphe, ce lemme démontre que

7 est un biholomorphisme local.

Puisque C/A est naturellement munie d’une structure de surface de Riemann, on peut transférer cette

structure a E via :
(pa(2), 3p0(2)) siz#0

CI>:z€(D/A»—>{
@ siz=0

On va en fait construire une structure de surface de Riemann "4 la main" sur E pour laquelle ® est un
biholomorphisme car ceci servira plus tard. Pour cela, il nous faut définir des cartes holomorphes. Tout

naturellement, nous prendrons des uniformisantes. Si P € E alors trois cas sont possibles :
Cas 1: Si P+# O etsiyp#0alors X — xp est une uniformisante en P;
Cas 2 : Si P# O et yp =0 alors Y est une uniformisante en P;
Cas 3 : Si P = 0O alors % est une uniformisante en P.

On pourra trouver une preuve de ce résultat dans [4] (cf. propositions 11.19, I1.21 et 11.23). Dans tout les
cas, on notera rp 'uniformisante en P ainsi choisie. On voit que dans chaque cas, 7p est bien définie sur

un voisinage ouvert Up de P 1.

1. Ici, E est munie de la topologie induite sur E' comme sous-ensemble de P?(C). En particulier, {P = [z : y : 2] € E|y #
0} est un visinage ouvert de O = [0: 1 : 0], qui s’écrit en coordonnées homogénes {(z,y) € Ely # 0} U O.
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Lemme 2.2.1.3. (rp,Up)pcg définit un atlas holomorphe sur E.

Démonstration. Soit W :=Y? — X3 —aX — b le polynome de Weierstrass de FE.

Soient P, Q € E tels que Up NUg # 0.

Si P et @ vérifient le cas 1 alors 'application de transition rp o rél définie sur rq(Up NUg) est a
translation z — 2z + g — xp qui est holomorphe.

Supposons que P et () vérifient respectivement les cas 1 et 2. Comme yg = 0, ¢ est I'une des trois
racines de X3 + aX + b dont l'expression est donnée par radicaux zg = f(a,b) avec f holomorphe par
rapport a a et b. Comme X3 +aX + b est de discriminant non nul, X3 + aX + b — 3? est de discriminant
non nul lorsque y est proche de 0 et ce polyndéme a toujours 3 racines distinctes. Quitte & prendre 'ouvert
Ug plus petit, on peut donc supposer que pour tout R € Ug, = := f(a,b — y%) est I'unique racine de
X3 +aX +b—y? vérifiant (z,ygr) € Ug. Ainsi, rp(R) = f(a,b—y%) — xp pour tout R € Up N Uy et :

Vzerq(UpNUg), rp orél(z) = fla,b—2%) —xp

qui est holomorphe.
Nous venons en fait de traiter le cas le plus difficile et tous les autres cas se traitent de la méme

maniére. Notons que I'on a imposé des contraintes supplémentaires sur les ouverts Up. O

Proposition 2.2.1.4. ® est un biholomorphisme entre C/A et E.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que ® est bijective et holomorphe. La bijectivité a déja été prouvée
dans le théoréme 5.12 de [3]. En outre, comme 7 est un biholomorphisme local, il suffit de prouver que
P o est holomorphe pour voir que @ est holomorphe. Or, si zg € A alors P := ®(zg) # O et en composant
par rp, on obtient un polynéme en pa eu py dont les poles sont en A : rp o ® o7 est donc holomorphe

sur un voisinage de zp. Puis, si zg € A alors ®(zp) = O et :

2
- 2pa(2) (2—20)2

roo®omn(z) = ~ =z)—z
pi(2) _(2_220)3
quand z — zg. Donc rp o ® o 7 est holomorphe sur un voisinage de zy. Ceci conclut. O

En composant par les cartes de ’atlas du lemme 2.2.1.3, on obtient aussi le :

‘Lemme 2.2.1.5. Tout morphisme Ey — Es est une application holomorphe.

2.2.2 Expression des morphismes comme multiplication par un complexe
(PSC).

Soit o € C* vérifiant aA; C A5 alors la composée de z € C — az € C avec w5 est holomorphe et

invariante sous 'action de A;. Elle induit donc une fonction holomorphe :

da: C/A1 — C/A
z +— azmod A,
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Théoréme 2.2.2.1 (PSC). (i) L’application qui & o € C vérifiant a1 C As associe ¢, induit
une bijection sur l’ensemble Holy(C/A1, C/A3) des fonctions holomorphes entre C/Ay et C/As

qui s’annullent en 0.

(ii) Soit o € C tel que a\y C Ay, Alors ¢, est un bijective si et seulement si Ay = Ay. Cest

alors un biholomorphisme.

(iii) Si By et Ey sont les courbes elliptiques respectivement associées o C/A; et C/As et si @y
et @y désignent respectivement les isomorphismes de groupes entre C/A; et Ey et entre C/Aq

et By explicités précédemment, alors :
F:p € Hom(E,, Ey) — ®5' 0 0o ® € Holp(C/A;,C/Ay)

est un isomorphisme de Z-modules.

Remarque 2.2.2.2. Ceci prouve que les morphismes entre E; et E5 sont en bijection avec les nombres

complexes a € C* tels que aA; C As.
Avant de prouver ce théoréme, montrons un résultat intermédiaire :

Proposition 2.2.2.3 (PSC). Soit A un réseau de C. Alors toute fonction elliptique par rapport a A est

fraction rationnelle en py et p'y.

Démonstration. Soit f une fonction elliptique par rapport & A. Alors f peut s’écrire comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire, toutes les deux elliptiques. En effet :
fE)+f(=2) | f(z) = f(=2)

floy = P2 T

donc on peut sans perte de généralité supposer f paire ou impaire. En outre, si f est impaire, on obtient
que fp’y est paire, donc on peut supposer qu’en fait f est paire.

On peut alors utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.2.2.4. Siw € C est un zéro ou pole de f alors —w est un zéro ou un pdle de f de méme ordre.

Si de plus —w =w mod A alors ord,(f) est pair.

Démonstration. 11 est clair par parité de f que si w € C est un zéro de f alors —w aussi. L’égalité des

ordres s’obtient par développement de Taylor au voisinage de w et de —w, en remarquant que :
FP(—w) = (1) FF(w)

pour tout k& € IN.

Si maintenant —w = w mod A alors par parité de f et A-périodicité de f’ :
fw)==f(-w)=—f(w)

_ _ |ordu(h)
donc f/(w) = 0. Donc ord,, (f) > 2. Posons donc m := {TJ
Siw e C\ A alors pj(w) existe et g := py — pa(w) est une fonction elliptique paire, qui vérifie donc
ord, (g) > 2 d’apres le résultat précédent. Or, le seul pole de py, donc de g dans une maille élémentaire

M du réseau A est 'unique élément de M N A et il est d’ordre 2 done d’apreés la proposition 5.3 de |3],

ord,(g) = 2. Donc gim est elliptique et holomorphe en w. Donc si gim(w) = 0 alors ord,, (gim(w)) > 2
d’apres ce qui précede, i.e. ord,, (f) > 2m+2, ce qui contredit le fait que m := {%J . Ainsi, qim(w) #0
et ord,, (f) = 2m. Si maintenant w € A alors on peut appliquer le méme raisonnement & g := '%A.

On obtient le méme résultat pour les poles en considérant % O
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Pour tout w € C\ A, posons :

o { %ordw(f) siw=—w mod A

ord,(f)  sinon

Et considérons pour tout z € C\ A :

gz) = I (a(2) —palw))™

weC/A\{0}

Nous avons vu précédemment que pour tout w € C\ A tel que w = —w mod A, py — pa(w) admet un
zéro d’ordre 2. Si maintenant w # —w mod A alors —w et w ont deux classes d’équivalence distinctes
dans C/A donc le fait que ppy — pa(w) n’ait qu'un seul pdle d’ordre 2 dans toute maille élémentaire du
réseau A et la propositon 5.3 de [3] assurent que w est un zéro d’ordre 1 de pp — pa(w). Ainsi, f et g ont
méme ordre en tout point de €\ A et ceci est aussi vrai sur A d’aprés la proposition 5.3 de [3] donc §
est elliptique et sans pdle ni zéro donc constante d’apreés le corollaire 5.4 de [3]. Ceci achéve la preuve de

la proposition. O

Démonstration. (du théoréme 2.2.2.1)

(i) Soient a, 5 € C* tels que ¢ = ¢. Alors (8 — a)z = 0mod Ay pour tout z € € donc une fonction
affine ayant une image soit réduite a {0} soit égale & C tout entier et Ay étant dénombrable, il s’ensuit
que B — a = 0. D’ou l'injectivité.

Soit maintenant f € Holo(C/A1, C/A3). Alors f o m; est holomorphe donc continue sur C qui est
localement et globalement connexe par arcs et m : € — C/Ay est un revétement d’aprés le lemme
2.2.1.1. Un théoréme classique de théorie des revétements (théoréme 2.11 de [11]) assure alors 'existence
de g : C — C telle que m3 0 g = f o m1. T étant un biholomorphisme local, cette formule donne que g

est holomorphe. De plus mp 0 g = f o7y se réécrit :
Vz € C,w € A, ¢g(z+w) = g(z) mod Ay

Alors g étant continue sur le connexe par arcs C et tout point de Ay étant isolé (car Ay est discret),

z € C— g(z 4+ w) — g(2) est constante pour tout w € Ay donc :
VzeC, ¢(z+w)=7(2)

Ecrivons A; := Z @ 7, Z. Comme tout élément de C /A1 admet un représentant dans le parallélogramme

fondamental :
Py = {s+tr| (s,t) € [0,1]*}

toutes les valeurs prises par ¢’ sont atteintes sur ¢’. P; étant compact, |¢'| admet un maximum global
qui est atteint sur P;. ¢’ n’est donc pas ouverte. Elle est donc constante (toute application holomorphe
étant soit constante soit ouverte). On dispose donc de o € € tels que g(z) = az + ¢(0) pour tout z € C
avec g(0) € Az car f(0) = 0. Il s’ensuit que f = ¢, avec aA; C Ag (g étant As-invariante).

(ii) Soit @ € C tel que aA; C Az et ¢, est bijective. Alors ¢, est biholomorphe et par (i), ¢! :
z € C/Ay — Bz € C/A;y avec B € C tel que SAy C Ay. Comme ¢, 0 ¢! = idg/a,, Vinjectivité de la
bijection de (i) assure que a8 = 1. Ainsi, éAg C Aq ie Ay C al\q, de sorte que aA; = As.

Réciproquement, si «A; = Ay alors z € C/Ay — éz € C/Az est la réciproque de ¢,.

(iii) F est bien définie puisque ®; et ®; ' sont holomorphes (d’aprés la proposition 2.2.1.4), que tout
morphisme ¢ € Hom(E, Fs) est holomorphe (d’aprés le lemme 2.2.1.5) et que :

Dy opo®(0) = 05 (p(0)) = 0,1 (0) =0
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La propriété de morphisme de Z-modules de F' est une conséquence immédiate de la propriété de mor-
phisme de groupes de ®; et <I>2_1.

On vérifie alors que :
G : f € Holg(C/A1,C/As) — B0 f o @' € Hom(F), Ey)

est bien définie. Une fois ceci fait, nous obtiendrons le résultat voulu puisqu’il sera alors clair que F oG =
idHol, (©/a,.0/00) 6 G F = idHom g, g, Soit f € Holy(C/A1,C/Az). Justifions que @3 0 f o ®7' €
Hom(E1, E3). On sait d’aprés le point (i) qu’il existe o € C* tel que aAy C Ay et f = ¢o. Si P € F;

alors on peut écrire P = ®4(z) avec z € C/A; et donc :

@20 £ 007 (P) = (pa, (=), 394, (1)) = (pas(a2), 2 02))

Or, comme alA; C Ag, z — pp,(az) et z — p) (az) sont Aj-périodiques et méromorphes donc
elliptiques par rapport & A;. On en déduit que ce sont des fractions rationnelles en pj, et pﬁ\l d’aprés la
proposition 2.2.2.3. En outre, ®50 f 0<I>f1 est un morphisme de groupes comme composées de morphismes

de groupes. C’est donc un morphisme. D’ott la bonne définition de G et la bijectivité de F. O

Corollaire 2.2.2.5. Soit E une courbe elliptique sur C associée au réseau A :==Z & 77 (1 € H).

Alors End(E) # Z si et seulement si T est racine d’un polynome de degré 2 & coefficients entiers.

Augquel cas, End(E) est un ordre d’une extension quadratique de Q.

Avant la preuve, faisons une remarque préliminaire que nous utiliserons dans toute la suite :

Remarque 2.2.2.6. Soit ¢ Iisomorphisme de groupes entre E et C/A explicité au paragraphe précédent.

Le point (i77) du théoréme 2.2.2.1 nous donne un isomorphisme de Z-modules :
F:pcEnd(E)— ® ' opo® e Holy(C/A,C/A)

C’est en fait un isomorphisme de Z-algébre. D’apreés le point (i) du théoréme 2.2.2.1, les morphismes
de End(FE) peuvent donc étre identifiés aux « € C tels que aA C A, la somme et la multiplication des
morphismes correspondant & la somme et & la multiplication usuelles dans C. Il est par ailleurs assez

facile de voir que les entiers de End(E) correspondent aux entiers de C.

Démonstration. = Supposons que End(F) # Z. Alors on dispose de a € C\ Z tel que aA C A. Ainsi,

a,ar € Niea=ar +bet ar = cr +d avec a,b,c,d € Z donc :
at*+(b—c)1—d=0

Comme « € Z, a # 0. Donc 7 est racine d’un polynoéme de degré 2 a coefficients entiers.

<= Supposons que T soit racine d’un polynéme de degré 2 a coeflicients entiers, disons a X2 4+ bX + ¢
(a # 0). Quitte & diviser par pged(a,b,c), on peut supposer que a,b et ¢ sont premiers entre eux. De
plus, comme 7 ¢ R, 7 n’est pas racine d’'un polynoéme de degré 1 donc le polynéme minimal de 7 vaut
T=X24+Lbx 4 <

Soit @ € C tel que aA C A. Alors a = d'7 +V et ar = 7+ d avec o',V ,c,d € Z. Donc
a'X?+ (V) — )X — d' annule 7, de sorte que ™ = X2 + gX + £ donc aX? + bX + ¢ divise ce polynome
dans Q[X]. Il existe donc ¢ € Q tel que a’ = qa, b/ — ¢ = gb et —d’ = gc. Le dénominateur de ¢ divise
donc a,b et c. Comme a,b et ¢ sont premiers entre eux, q € Z. Ainsi, a € Z + atZ.

Réciproquement si « € Z+atZ alors a = kar+l avec k,l € Z et donc ar = kat?+It = k(—br—c)+l €
A de sorte que A C A. Donc End(FE) ~ Z + a7Z.

Comme a1 est racine de X2 + abX + ac, aT est entier algébrique. L’ensemble des entiers algébriques
étant un sous-anneau de C, tous les éléments de Z + a7Z sont entiers algébriques. Comme (1, ar) est une

Q-base de Q(7), Z + atZ est donc un ordre de ce corps de nombres. Ceci conclut. O
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2.3 Courbes elliptiques sur C a isomorphisme prés et quotients
de H.

2.3.1 Retour sur la fonction j: SLy(Z)\ H — C (PSC).

On commence par le résultat général suivant sur le j-invariant :

4a®

IE) =128 s s

lorsque E a pour équation de Weierstrass Y2 = X3 4+ aX + b.
Proposition 2.3.1.1 (PSC). Soit K un corps de caractéristique # 2,3. Alors deuzx courbes ellip-

tiques E1 et Eo sur K sont isomorphes (sur K ) si et seulement si elles ont méme j-invariant.

Démonstration. => Supposons que F; et F sont isomorphes. Soient Y2 = X3 + ;X + b; les équations
de Weierstrass de F; pour i € {1,2}. Ecrivons ¢ et ¢! sous forme réduite p(X,Y) := (r1(X),Ys1(X))
et o 1(X,Y) = (ry(X),Ys2(X)). Comme o~ ! oy =idg,, on a:

ro(ri(X)) =X et Ys1(X)sa(m(X)) =Y

Donc r; est de degré 1 et s; est constante. Ecrivons donc 7y (X) = aX + b et s1(X) = ¢, avec a,b,c € K,

ac # 0. On sait qu’alors :
AY? = (aX +b)>+ax(aX +b)+by (1) et Y =X3+a;1X+b (2

L’équation %) — (2) donne :

a aag
07:1 b:O alch (3) et blz— (4)
en regardant respectivement le terme en X3, le terme en X2, le terme en X et le terme constant.

On distingue alors trois cas :

Premier cas : Si aj,b; # 0 alors ag, by # 0 (par (3) et (4)) et donc I’équation % donne G2 = 3t
donc a = 422 puis ¢ est une racine de . En fixant v, une racine de %22 on obtient donc que :
azby azby
P(X,Y) = (v X, £7°Y)
(3) et (4) donnent alors a; = 2% et by = :—2. On obtient alors que :
) 4a3 4a3 }
j(E1) = 1728 L 2 = j(Es)

a3 + 2702 a3 + 27b3

Deuxiéme cas : Sia; = 0 alors ag = 0 par (3) et by, by # 0 car E; et F5 sont des courbes elliptiques.

Donc on a trivialement j(E;) = j(E3) = 0.

Troisiéme cas : Sib; = 0 alors by = 0 par (4) et a1, a2 # 0 car E; et Es sont des courbes elliptiques.
Donc on a trivialement j(F;) = j(Eg) = 1728.

<= Supposons que j(E;) = j(E3). En multipliant cette équation par (4a3 + 27b%)(4a3 + 27b3) et en

simplifaint les entiers (non nuls car car(K) # 2,3), on obtient que :
azbi = ajb;  (5)

et donc A; = % et B = % ou + est une racine carrée de i;gf. Donc ¢ de la forme annoncée est

bien un isomorphisme.
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On distingue encore trois cas :

Premier cas : Siaj, by # 0alors ag, ba # 0 car sinon on aurait j(F1) = j(E2) € {0,1728}, ce qui n’est
as

Z;Z’; on obtient par (5) que a1 = 2%
et by = z—% Donc l’équation Y2 = X3 + a1 X + by est compatible avec vY?2 = 76X3 + aQ'yQX + by

et Y2 = X3 4 ayX + by est compatible avec ’;—s = f—; + a1$—2 + by, de sorte que :

possible que lorsque a1b; = 0. En fixant 7, une racine carrée de

¢ (2,y) € By — (772, £7°y) € B2
définit un isomorphisme de réciproque :
i (@,y) € By (v 20, £77%y) € By

Deuxiéme cas : Si a; = 0 alors ag = 0 car alors j(E1) = j(E2) = 0 et by,be # 0 car E; et Ey sont
des courbes elliptiques. Considérons « une racine sixiéme de Z—f Alors 'équation Y2 = X3 + b,
est compatible avec 79Y?2 = 746X3 4 by et Y2 = X3 4 by est compatible avec };—2 = f—; + by donc
comme précédemment :

¢ (z,y) € By — (Y2, £9%y) € Es

définit un isomorphisme.

Troisiéme cas : Si by = 0 alors bs = 0 par car alors j(E;) = j(E2) = 1728 et aj,as # 0 car Ej et

F sont des courbes elliptiques. On conclut de méme en prenant pour « une racine cubique de Z—f

O

’Théoréme 2.3.1.2. j: SLy(Z)\ H — C est un biholomorphisme.

Démonstration. j est holomorphe est surjective. Il reste & prouver qu’elle est injective. Soient 7,7/ € H
tels que j(7) = j(7'). Alors les courbes elliptiques associées a 7 et 7/ sont isomorphes d’aprés la proposition
précédente. Notons A := Z@®7Z et A’ := Zd7'Z. Alors le point (i) du théoréme 2.2.2.1 assure lexistence
de a € C tel que oA = A’. Ainsi, (o, at) est une Z-base de A’ donc la matrice de passage de (1,7) &
(o, a7) est dans GLo(Z) donc on dispose de a,b,¢,d € Z tels que ad — be = £1 et :

a=cr'+d et ar=ar’ +5b

at’ +b a b ,
T = = T
ct’ +d c d

(ad — be)Im(7")
let’ + d|?

On en déduit :

Comme :

Im(7) =

et que 7,7 € H, on a en fait ad — bc = 1 donc 7 et 7 coincident modulo SLy(Z), ce qui prouve

I’injectivité. O

2.3.2 La premiére bijection du théoréme : Y(N) ~ So(N).

Dans ce paragraphe et dans toute la suite, on fixe N un entier naturel > 2.

On counsidére 'ensemble des paires (F,C) ou E est une courbe elliptique sur C et C' un sous-groupe
cyclique d’ordre N de E2. On munit cet ensemble d’une relation d’équivalence ~ telle que (E,C) ~
(E',C") si et seulement si il existe un isomorphisme ¢ € Hom(FE, E’) tel que ¢(C) = C’. On note Sy(N)

I’ensemble quotient pour cette classe d’équivalence.

2. C est nécessairement inclus dans E[N] et C existe car E[N] ~ (Z/NZ)? d’aprés le théoréme 6.17 de [3]
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Comme nous 'avons vu aux deux précédents paragraphes, So(N) s’identifie aux paires (C/A.,C)
avec A; := Z @® 77 pour un certain 7 € H et C' un sous-groupe cyclique d’ordre N de C/A. On a alors
(C/A,C) ~ (C/A.,C") si et seulement s’il existe a € C tel que oA, = A et aC = C’ (cf point (i) du
théoréme 2.2.2.1). Nous noterons [C/A., C] la classe de la paire (C/A., C). Pour définir C, nous serons
souvent amené a considérer un générateur P € C/A, de C. On notera alors (P) (sous-groupe engendré
par P) au lieu de C.

Introduisons le sous-groupe de congruence de SLy(Z) suivant :

To(N) := {( Z Z ) € SLy(Z) | c=0 [N]}

De méme que SLs(Z), T'o(N) agit par homographie sur H. On notera Yy(NV) := I'o(NV) \ H le quotient
ainsi obtenu. Cette action est proprement discontinue et holomorphe (voir remarque 2.1.0.4) donc Y5 (V)

est muni d’une structure de surface de Riemann.

Théoréme 2.3.2.1 (premiére bijection). (i) Ona:

o) = {[ern (L )] 17 cu)

(i) [C/A;, (% +A:)] = [C/Ar, (7 + Ar)] si et seulement si 7/ € To(N)7. Ainsi, on dispose
d’une bijection :
Yo(N) — So(N)
Lo(N)T —  [C/Ar {3 +Ar)]

Démonstration. (i) On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.3.2.2. La réduction modulo N : SLy(Z) — SLo(Z/NZ) est surjective.

a
Démonstration. Soit v € SLy(Z/NZ) que l'on reléve arbitrairement en (
c

b
J ) € Ms(Z). Alors :

ad—bc=1[N] (1)

donc ¢, d et N sont premiers entre eux.

Montrons qu’il existe s,t € Z tels que ¢’ := ¢+ sN et d’ := d + tN soient premiers entre eux. Notons
g := cAd. Alors g et N sont premiers entre eux. Supposons que ¢ # 0. Alors le théoréme des restes
chinois assure 'existence de ¢t € Z tel que pour tout nombre premier p|c, t = 1 [p] si p|g et ¢t = 0 [p] sinon.
Prenons s = 0. Alors si p est un nombre premier divisant ¢/ = c et d' =d +tN :

— soit il divise g, auquel cas il divise d donc p|d’ donne que N =d +tN = d' =0 [p] donc p|N ce

qui est exclus car g et N sont premiers entre eux ;

— soit il ne divise pas g, auquel cas d = d’' = 0 [p] et donc p divise ¢ et d donc g ce qui est absurde.
Donc ¢/ Ad' = 1. Si ¢ = 0 alors d # 0 car sinon on aurait 0 = 1 [N] par (1) ce qui est impossible car N > 2.
Un raisonnement symétrique avec d conclut alors de méme a l'existence de s,t € Z tels que ¢ := c+ sN
et d’ := d + tN soient premiers entre eux.

Par construction de ¢’ et d’ et par (1), on a toujours ad’ — bc’ =1 [N] donc :
ad —bd =1+kN (2)

avec k € Z. Mais ¢ Ad’ = 1 donc le théoréme de Bézout assure I'existence de u, v € Z tels que ud’—vc’ = 1.
On a alors par (2) :
(a+uN)d — (b+vN)d =1
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( a+uN b+ouN
Donc

reléve v dans SLy(Z). D’ou le résultat. O
c+sN d+tN

Soit (C/A,,C) avec 7 € H et C' un sous-groupe d’ordre N de A,. Alors C est engendré par un
certain P de la forme P = g7 +r + A, avec ¢,r € R. Comme P est d’ordre N, Nq € Z et Nr € Z et
pged(Ng, Nr,N) = 1. Posons donc ¢ := et r := % avec ¢,d € Z. La condition pged(c,d, N) =1 et le

théoréme de Bézout assurent l’existence de a,b € Z tels que :

ad —bc =1 [N]

b
donc vy := “ J € M>(Z) se réduit modulo N en une matrice de SLy(Z/NZ). Comme la réduction
c

modulo N : SLy(Z) — SLy(Z/NZ) est une surjection (d’aprés le lemme ci-dessus) et que P ne dépend
que des résidus de ¢ et d modulo N, on peut supposer, quitte & changer les coefficients de cette matrice

modulo N, que v € SLy(Z).

at+b
ct+b

a définit un morphisme entre C/A,/ et C/A,. Comme v € SLy(Z) est la transposée de la matrice de

Posons 7/ := vy -7 = et a := ¢t +d. Alors at’ = ar + b donc aA., C A, ce qui assure que

passage de (7,1) & (a7’, @), on a méme que (a7’,a) est une Z-base de A, et donc que aA, = A,. Donc

a est un isomorphisme d’aprés le point (i¢) du théoréme 2.2.2.1. En outre :

1 _Ja _Jer+d >_ _

Dou [C/A;,C] = [C/Ar, (% + Ar)], puis (i).
(ii) = Soient 7,7’ € H tels que [C/AT, <% + AT>] = [(D/AT/, <% + AT/>]. Alors on dispose de o € C
tel que :

1 1
A=A, et <7 AT,> = <7 AT>
« e « N + N +

Ces conditions donnent que « (% + AT/) = § +A: est d'ordre N donc a = ¢7 + d avec c,d € Z tels
que pged(c,d, N) = 1. Or, tous les points de (4 + A, ) sont de composante en 7 nulle modulo A, ce qui
assure que N|c.

Puis, la condition aA,» = A, assure que (o, a7’) est une Z-base de A, donc que la transposée de la
matrice de passage de (7,1) & (7', @) est dans GLy(Z). En écrivant a1’ = ar+b avec a, b € Z on obtient

alors :
, _ar+b

_c7'+d_

7T

b
avec vy 1= ( “ J ) € GLs(Z) comme 7,7’ € H, la formule :
c

n _ det(y)Im(7)
Im(7") = W

assure que vy € SLy(Z). Comme N|e, on a en fait méme v € T'o(N).

a b
<= Soient 7, 7" € H tels que 7/ := -7 pour un certain 7 := p > € I'g(N). Posons « := c1 4 d.
c

Alors at = at + b € A, et (o, ar) est une Z-base de A, donc A, = A,. Puis :

)= (o)~ en) (o)~ ()
a<N+A7/>—<N+aAT/>—< N +Ar) = N+AT = N—FAT

Les deux derniéres égalités venant du fait que N|c, puis que ad — be = 1, de sorte que d A N = 1. Ainsi :

oo 0] o (5 0]
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2.4 Le revétement ramifié py : Y)(N) — C induit par j.

La projection H — SLy(Z) \ H est I'g(N)-invariante. Comme action de I'g(N) C SL2(Z) est holo-
morphe et proprement discontinue, le théoréme 2.1.0.3 assure que cette projection induit une application

holomorphe :
N Yo(N)=To(N)\H — SLy(Z)\H

qui sera notre objet d’étude dans ce paragraphe.
En fait, en composant my par j : SLy(Z)\ H — C, on obtient une application holomorphe py :
Yo(N) — C que nous utiliserons plus tard. Comme j est un biholomorphisme, toute "l'information

analytique" de py est contenue dans my.

Définition 2.4.0.1. Pour tout 7 € H, on note SLs(Z), le stabilisateur de H sous Uaction de SLo(Z)
par homographie appelé groupe d’isotropie de 7. 7 est dit elliptique si SLy(Z), n’est pas réduit a {£1s}.
Dans ce cas, sa classe SLy(Z)T dans SLa(Z) \ H est aussi appelée elliptique.

2im

Proposition 2.4.0.2. Les seuls points elliptiques de SLo(Z)\H sont les classes dei et de p :=e™s .

Les groupes d’isotropie respectifs de i et p sont :

(1)) o (1)

b
Démonstration. Soit 7 € H un point elliptique. Alors on dispose de 7 := ( “ d ) € SLy(Z) \ {x12}
c

at+b
ct+d

stabilisant 7. On a donc vy -7 = =T, ce qui conduit a :

e’ +(d—a)T—b=0
Comme 7 ¢ R, c # 0 et A:= (d —a)? + 4bc < 0. Or :
A = d* — 2ad + a* + 4bc = d? + 2ad + a® — 4(ad — bc) = (d + a)* — 4

Donc |Tr(v)| = |a+d| < 2. Ainsi, le polynome caractéristique de 7 est de la forme X2 +1 ou X? + X + 1.
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, ce polynéme annule v donc ¥2 + Iy = 0 et donc v* = I, ou
Y2 +y+I=0etdoncy® =2 —y=I ouy? -+ Iy =0et donc y> =~% — v = —1I, puis 1% = L.
Ainsi, v est d’ordre 1,2,3,4 ou 6.

Mais si 7 est d’ordre au plus 2 alors v est racine de X? —1 = (X — 1)(X + 1), un polynéme scindé a
racines simples (sur Q) donc « est diagonalisable sur Q de valeurs propres incluses dans {#+1}. Comme
det(y) = 1, nécessairement ces valeurs propres sont toutes les deux 1 ou toutes les deux —1. Donc v = +1s,

ce qui est exclus. Donc 7y est d’ordre 3,4 ou 6.

Lemme 2.4.0.3. Soit v € SLy(Z). Alors :

+
0 1
(1) Si~y est d’ordre 3, alors v est conjuguée (dans SLs(Z)) a ( ) > .
0 1 .
(ii) Si~y est d’ordre 4, alors v est conjuguée (dans SL2(Z)) & ( ) - ) .

+
0 -1
(iii) Si~y est d’ordre 6, alors 7y est conjuguée (dans SL2(Z)) a < L1 ) .
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Démonstration. On commence par prouver (ii). Supposons que v soit d’ordre 4. On considére le sous-
réseau canonique Z2 C R?. v agit sur ce réseau par multiplication matricexvecteur colonne. Comme ~y
est d’ordre 4, on peut penser cette action comme ’action de ¢ (aussi d’ordre 4) sur le réseau Z[i]. Plus

précidément, on définit une opération de produit externe - : Z[i] x Z*> — Z? donnée par :
Va,be Z, v e Z? (a+ib)-v=av+by-v

On vérifie aisément que ce produit externe munit Z? d’une structure de Z[i]-module. Or, on sait que Z[i]
est principal (pour une démonstration de ce fait classique de théorie des nombres, voir le théoréme 4.11
de [10]). Donc le théoréme de structure des modules de type-fini sur un anneau principal (théoréme 3.7.7

de [7]) s’applique et donne que :
7? ~ P Zl[i) /di 23]
k=1

avec dq|---|d, dans Zl[i], la relation d’isomorphisme ~ étant valable entre Z[i]-modules. Mais Z? est
libre donc sans torsion comme Z-module et Z? et Z[i] sont de rang 2 sur Z donc nécéssairement (un
morphisme de Z[i]-modules étant en particulier un morphisme de Z-modules), Z? ~ Z][i].

Soit donc ¢ : Z[i] — Z?* un isomorphisme de Z[i]-modules. Alors u := (1) et v := varphi(i)
engendre Z? en tant que Z-module. Il s’ensuit que la matrice de passage de la base canonique & (u,v) est

dans GL3(Z), donc de déterminant £1. En outre, on a :
yru=i-p(l) =) =v et v v=i@i)=e@®)=—p1)=-u
. 0 -1
Donc, selon que det(u,v) = 1 ou det(u,v) = —1, v est conjuguée dans SLa(Z) a ) ou

-1
0 1 0 -1
( Lo ) = ( Lo ) (en inversant l'ordre de u et v dans la base). D’ou (7).

Le point (iii) se prouve exactement de la méme maniére en remplacant Z[i] par Z[e 5] (qui est aussi
principal d’apreés le théoréme 4.11 de [10]). Pour prouver le point (i), il suffit de remarquer que si «y est

d’ordre 3, alors —v est d’ordre 6. Le résultat s’en déduit alors immédiatement du point (7). O
D’aprés, le lemme précédent, quitte & remplacer 7 par un élément de son orbite (P~!-7 étant stabilisé

+
0 1
par 7/ si v = Py P~ avec P,y € SLy(Z)), on peut supposer que v est de la forme ( . ) ) ,
+ +
0 -1 0 -1
ou
1 0
Sivy=
(5

Comme 7 € H, T—ef

—1 i i
( . > alors f% =7donc 724+ 7+1=0donc T € {1, "5 }.

0 -1
Sivz(l O) alors—%:Tdonc7'2:—1dODCT::I:imaiSTEH,desortequeT:i.

O

Théoréme 2.4.0.4. 7y induit un revétement de degré do(N) := (SL2(Z) : To(N)) entre Yo(N) \
{To(N)i,To(N)p} et SLa(Z)\HN\ {SLa(Z)i, SLa(Z)p}.

Démonstration.

Lemme 2.4.0.5. Pour tout 7 € H, il existe un disque ouvert centré en 7, D, C H tel que :

V’YGSLQ(Z), ’yDTﬂDT#@:}’YESLQ(Z)T
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Démonstration. Soit v > 0 tel que D(r,r) C H. Posons pour tout n € N, D,, := D (T, QL) Alors pour

tout n € IN, D,, est compact donc le lemme 2.1.0.2 assure que :

E,:={y€SLy(Z)|~-D,ND, #0} C{y€SLy(Z)|~-D,ND, #0}

est fini. Ainsi, (E,)nen est une suite décroissante d’ensembles finis donc elle est constante a partir d’un

certain rang ng € IN. On a alors :

Epn, = ﬂ E, = {’y € SLy(Z) | v stabilise ﬂ D, = {7’}} = SLy(Z),

nelN neN
Il suffit donc de prendre D, := D,,,. O

Notons @y : H — Yo(N) et 7 : H — Y5(V) les projections canoniques. On sait qu’alors 7 :=
7y o wy. Solent y € SLo(Z) \ H\ {SLy(Z)i, SLa(Z)p} et 7 € H tel que y = SLy(Z)7. Alors 7 ¢
SLy(Z)i U SLa(Z)p, de sorte que SLy(Z), = {+I2} d’aprés la proposition 2.4.0.2, puis que :

Vy € SLo(Z), v D:ND; #0=~v==xL ()

d’aprés le lemme précédent. Posons V := 7(D;) et U := wy (D). Ce sont des voisinages ouverts respectifs
de y et T car m et wy sont ouvertes. Alors en remarquant que 7y est la projection canonique pour ’action
de SLy(Z)/To(N) sur Yo(N), on obtient :

my (V) =7y (n(Dy)) = my! (an (U)) = U 7-U ()
FE€SLa(Z)/To(N)

Mais siy,v" € SLy(Z) vérifient 5-UNy"-U # () alors yL'o(N)D,Ny'To(N) D, # () donc vy - DNy 2Dy #
0ie DNy v 1y v - Do # 0 pour certains 1,72 € To(N) et ainsi 4 'y~ 14/y5 = £, par (), de sorte
que v =+ mod SLy(Z) i.e. ¥ = +/. Ainsi, I'union de (%) est une union disjointe d’ouverts.

En outre, pour tout v € SLy(Z), (WN)}%/_U : v - U — V est surjective. De plus, si 1,29 € 7-U
vérifient 7 (x) = mn (') alors comme @y induit une surjection v- D, — 7 -U, on a 21 = pn(7-71) et
x2 = on(7v - T2) pour 71,72 € D,. On a alors w(vy - 7) = 7(y - 72) donc 'y - 71 = 7y - 72 pour un certain

v € SLy(Z) et donc v~ 14"y = £, par (%), puis v/ = +1I, de sorte que v -7, = 7 - T2, puis ¥; = w».
\

(WN)‘¥ o est donc bijective. C’est donc un biholomorphisme.
Ceci montre avec (xx) que 7wy induit un revétement de degré do(N) := (SL2(Z) : To(N)) entre
Yo(N)\ {T'o(N)i,Lo(N)p} et SLa(Z) \ H\ {SL2(Z)i, SL2(Z)p}. 0

Corollaire 2.4.0.6. py := j oy induit un revétement de degré do(N) := (SLo(Z) : To(N)) entre
Yo(N)\ {To(N)i, To(N)p} et €\ {0, 1728}

Démonstration. 1l s’agit seulement de déterminer j(i) et j(p). Le résultat en découlera immédiatement

en vertu du théoréme précédent. Or, on sait que (voir [3], paragraphe 5.3) :

ga(7)?
4(7)3 — 27g6(7)?

vreH, j(r)= 1728g

avec :

1 1
el wnm Y o wame Y L
(n,m)EN2\{(0,0)} (n +7m) (n,m)EN?\{(0,0)} (n +7m)
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qui vérifient :

a b aT-i-b)_ _4 <a7+b>_ _6
N < . 4 > € SLy(Z), ga (CT i (et +d)"%ga(T) et gg ) (et 4+ d)~"ga(T)
. . N . 0 _1 . -6 . . . .
En appliquant ces relations & i, _— et gg donne gg(i) = i °gg(i) = —gg(i) donc gg(i) = 0, puis
j(i) = 1728.
A . N 0 -1 —4 2\—4
De méme, en les appliquant a p, L1 et g4 donne g4(p) = (14 p) *g4(p) = (—p*) *g4(p) =
pga(p) donc ga(p) = 0, puis j(p) = 0. 0

En fait, on peut méme calculer explicitement le degré do(IN) du revétement ramifié py.

Lemme 2.4.0.7. 1
do(N) == (SLa(Z) : To(N)) = N [ (1 n 5)
p|N

Démonstration. Voir annexe E. O

2.5 L’équation modulaire (PSC).

Le polynéme modulaire d’ordre N, noté ®x est un polyndéme & deux variables qui intervient dans
I’étude des isogénies de noyeau cyclique de degré N. Nous nous en servirons pour obtenir une équation
polynomiale entre les fonctions j et jy : 7 € H+— j(NT).

2.5.1 Matrices primitives et morphismes.

Définition 2.5.1.1. Une matrice 2x2 est dite primitive lorsqu’elle est a coefficients entiers tous premiers

entre eux. On définit l’ensemble des matrices primitives de déterminant N comme étant :

b
Py = {( “ J ) € M(Z) | pgcd(a,b,c,d) =1 etad—bc:N}
c

Commengons par remarquer que Py est stable par multiplication & gauche par tout élément de
SLo(Z). En effet, si un entier d divise tous les coefficients de QP pour P € Py et Q € SLo(Z) alors il

divise tous les coefficients de Q~'QP = P, qui sont combinaison linéaires de ceux de QP donc d = 1. On

peut donc faire agir SLy(Z) sur Py par multiplication a gauche.

Lemme 2.5.1.2. Toutes les matrices de Py sont équivalentes en prenant des matrices de SLo(Z.) pour

matrices de passage.

Démonstration. Soit P € Py. D’aprés le théoréme de la forme normale de Smith (théoréme 3.7.9 de
[7]), on dispose de Q, R € SLs(Z) tels que QPR = Diag(dy,ds) avec dy,ds € Z et di|ds. En outre,
pged(dy, da) = 1 car un diviseur commun & d; et dy divise tous les coefficients de Q' Diag(dy,dy) R~ = P.
En outre dids = N donc dy = +1 et do = £N. On peut supposer que d; = 1 et do = N, quitte & multiplier
Q par —Iy € SLy(Z). 1l s’ensuit que toutes les matrices de Py sont équivalentes a la méme matrice donc

équivalentes entre elles. O

a b
Ry := ePy|0<b<d
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contient un unique représentant de toutes les orbites de Py sous laction de SLo(Z.) par multiplication

gauche.

. . a . . .
Démonstration. Soit P := € Py. Soient g := —7— et h := —-%—, qui sont premiers entre eux
c

et vérifient ga + fc = 0. Choisissons aussi e, f € Z tels que eh — fg = 1 (qui existent d’aprés le théoréme

de Bézout). Alors :
Q= ( ¢ f ) € SLy(Z)
g h

aq bl
0 d;
avec aq,by,d; € Z. Remarquons qu’en outre, pour tout k € Z :
1 k ar b _f a by + kd;
0 1 0 d ) \ 0 dy

donc on peut choisir k& de sorte que 0 < by + kd; < dy. Ceci prouve bien que Ry intersecte toutes les
orbites de Py sous laction de SLy(Z).

et QP est de la forme :

a; b as b
Soient maintenant P; := < 01 ! ) et Py := ( 02 2 > des matrices de Py dans la méme orbite
1 2

a

b
sous l’action de SLy(Z). Alors on dispose de P := J > € SLy(Z) telle que P, = PP;. On a alors :
c

aa; aby+bdy \ [ az by
caq Cbl + dd1 B 0 d2

Donc ¢ = 0 (puisque a1d; = N # 0 et que cd; = 0). Donc det(P) = ad = 1, puis a = d = 1 (vu que
P = —P dans SLy(Z)). Ainsi, a1 = as, dy = dg et bag + by = bg. Or, 0 < by < do =dj et 0 < by < dy
donc by et by sont restes de by dans la division euclidienne par d; donc par unicité du reste, le qotient
b est nul et ainsi by = by. Donc P; = P». Ry intersecte un seul élément de chaque orbite de Py sous
Paction de SLy(Z). O

Lemme 2.5.1.4.

IRyl =NT] (1 + %) = dy(N)

p|N

Il y a donc do(N) orbites de Py sous l'action de SLo(Z).
Démonstration. Voir annexe E O

Maintenant que nous comprenons bien Py, voyons le lien avec les morphismes. Soient F; et Ey sont
deux courbes elliptiques représentées respectivement par des réseaux A1 := Z ® 17 et Ay .= Z B 17
(11,72 € H) alors un morphisme entre F; et E correspond & la multiplication par un certain o € C*
telle que Ay C Ay. Le noyeau de ce morphisme s’identifie alors avec ensemble des z € C/A; tels que
az € Ay, c’est & dire au groupe quotient As/aA;.

Notons P la transposée de la matrice de passage de (72, 1) (base de Ag) & (o, ) (base de ey C Ay),
de sorte que 71 = P - 79. P est bien-stir & coefficients entiers puisque aA; C As. Alors on a le résultat

suivant :

Proposition 2.5.1.5. Le groupe As/aly est cyclique d’ordre N si et seulement si P € Py. ‘

Démonstration. = Supposons As/aA; cyclique d’ordre N. On applique alors le théoréme de la forme
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normale de Smith & P (théoréme 3.7.9 de [7]) :

P_Q<;l 2>R (%)

avec Q, R € SLy(Z) et d,e € Z tels que d|e. Cette transformation fournit des bases (w1, p1) et (w2, p2)
respectivement de aA; et Ay telles que wy = dwsy et p1 = epz. Comme dle et que tout élément de Ay
est combinaison linéaire entiére de ws et ps, tout élément de As/aA; est d’ordre au plus e, cette borne
supérieure étant atteinte par la classe de ps. Donc e = N.

Puis, P étant de déterminant ed, et P étant la transposée de la matrice de passage de (72, 1) base de

Ay & (a7, «) base de @A, on a en fait :
ed = |A2/OzA1| =N

d’aprés un résultat classique de théorie des réseaux (voir proposition 2.17 de [10]). Ainsi, d =1 et P est
primitive par (x) car un diviseur commun & tous les coefficients de P diviserait Q! PR~ = Diag(1, N)
donc 1. Ainsi, P € Py.

— Supposons P € Py. Alors d’aprés le théoréme de la forme normale de Smith, on dispose de
Q,R € SLy(Z) tels que P = QDiag(d, e)R avec d, e € Z et d|e. En outre, pged(d, e) =1 car un diviseur
commun & d et e divise tous les coefficients de Q~'Diag(d,e)R~! = P. Ainsi, d = 1 et e = N (puisque
de = det(P) = N).

Comme précédemment, la transformation de Smith fournit des bases (w1, p1) et (w2, p2) respectivement
de aA; et Ag telles que wi = wy et p1 = Npy. Comme justifié précédemment aussi, |[As/aA1| = det(P) =
N et de plus, la classe de py est d’ordre N dans Ag/aA; donc Ay/aA; est cyclique d’ordre N. O

2.5.2 Le polynéme modulaire.

Définition 2.5.2.1. Une fonction holomorphe f : H — C est dite holomorphe a Uinfini lorsqu’il existe
F :D* — C (D* étant le disque unité ouvert privé de 0) méromorphe en 0 telle que :
vreH, f(r)=F(e*")

F admet alors un développement méromorphe en 0 :

F(Q) = Z cng"”

n>—ng

valable sur D* tout entier appelé développement de Fourier & 'infini de f. Une telle fonction F' est alors

unique et est notée f*.

Proposition 2.5.2.2. Soit f une fonction méromorphe a linfini invariante sous Uaction de SLo(7Z).

Alors f est un polynome en j a coefficients dans le Zi-module engendré par ses coefficients de Fourier.

Démonstration. On procéde par récurrence forte sur m := —ordo (f) = —ordg(f*). Si m < 0, alors f est
une forme modulaire de poids 0 donc f est constante d’apreés la proposition 5.17 de [3], donc le résultat
désiré est immédiat dans ce cas. Si maintenant m € IN* et que 'on suppose le résultat vrai aux rangs

< m — 1. Alors on écrit le développement de Fourier de f :

+oo
f*(Z) — Z en2"
avec c_p, # 0. Comme ordg(j*) = —1 de résidu associé égale a 1 (voir § 5.3 de [3]), f — c_mj™ est

méromorphe & I'infini d’ordre —(m — 1) et toujours invariante sous 'action de SLy(Z) (car j 'est aussi).
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Donc c’est un polynéme en j & coefficients dans le Z-module engendré par les coefficients de Fourier de

f—c_mJg™, qui sont aussi dans le module engendré par les coefficients de Fourier de f (puisque j est a

coefficients de Fourier entiers). D’ou le résultat. O
a c

Si f est une fonction méromorphe définie sur H et si P := ( b4 ) € M3(R) est une matrice de

déterminant strictement positif alors H est stable sous ’action de P donnée par P -7 = ‘Z:;db et on peut

définir la fonction f o P par :

ar—i—b)

vr e H, foP(T)Zf(P'T):f(CT+d

Définition 2.5.2.3. On appalle N-iéme polynéme modulaire le polynéme donné par :

on(X)= [ x—joP)
PeRn

Théoréme 2.5.2.4. Oy est a coefficients dans Z[j].

Pour prouver ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5.2.5. Notons D; :={z € C | |z|] <1 etz ¢ —1,0]}. Soit f: D* — C continue sur D*,
holomorphe sur Dy et telle que z € D* — 2% f(2) est bornée au voisinage de O pour un certain k € IN.

Alors f est holomorphe sur D* et méromorphe en 0.

Démonstration. Quitte a considérer z € D* — zF+1 f(2) en lieu et place de f (fonction que I'on peut
étendre par continuité en 0), on peut supposer f continue sur D, le disque unité tout entier et montrer

k+1

qu’alors f est holomorphe sur D (en divisant par z**! on obtiendra une fonction méromorphe en 0).

D’apreés le théoréeme de Morera, il suffit de montrer que :

/Rf(z)dz =0

pour tout rectangle R C D de cotés paralléles aux axes des abscisses et des ordonnées du plan complexe.
On sait déja que c’est vrai lorsque R C Dj. Il reste a le montrer lorsque R traverse | — 1,0]. Or, si
A,B,C,D,E,F € D sont tels que ABCD et DCEF sont des rectangles de cotés paralléles aux axes des

abscisses et des ordonnées alors :

/ABEF i /AB J(2)dz+ /BE f(2)dz + /E (st /F " e
=/ABf(z)dz+/Bcf(z)dz+/CEf(z)dz+/EFf(z)dz+/:f(z)dz+/Af(z)dz

D

= /AB f(z)dz—l—/BCf(z)dz+/CD f(z)dz—i—/DA f(z)dz—i—/DC f(Z)dZ+/E f(2)dz

C

+[EF f(z)der/FD f(z)dz

N /ABCD f(Z)dZ * ~/DCEF f(Z)dZ

Avec un tel découpage, on se raméne simplement a montrer que [ apcp f(2)dz = 0 lorsque ABCD est
un rectangle tel que A, B € Dy et C, D €] — 1,0]. Supposons pour fixer les idées que Im(A) = Im(B) < 0
(le cas inverse se traitant de le méme maniére). Alors pour tout € > 0 suffisamment petit, C. := C — ie
et D, := D — ie sont tels que ABC.D. C D1, de sorte que :

/ f(z)dz=0
ABC.D.
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Or, f est continue sur le pavé P délimité par ABCD qui est compact donc uniformément continue sur

P d’aprés le théoréme de Heine. Ainsi, pour § > 0 fixé, il existe € > 0 tel que :
Vz,2' € P, |z—7|<e=|f(z)— f(Z)] <4

Mais alors :

/ABCD fe)dz - /ABCEDE fz)dz

< - +

/CC F(2)dz /CD f(z)dz/cljs £(2)dz /DDE F(2)dz

< _
< 2emax|f(2)| +[D — Cl

Ainsi fABCEDE f(2)dz — [, pop f(2)dz quand € — 0, puis :

/ f(z)dz=0
ABCD

ce qui conclut. O

Démonstration. (du théoréme 2.5.2.4)

Les coefficients de @ sont des polyndémes symétriques en j o P pour P € Ry. En outre, si P € Ry
et Q € SLy(Z) alors PQ € Py et donc on dispose de P’ € Ry et de Q' € SLy(Z) tellles que Q' P’ = PQ
d’apreés le lemme 2.5.1.3, de sorte que joPo@ = joQ' o P’ = jo P'. Puis, si P, € Ry vérifie Q4 P’ = PaQ2
avec (2, Q%4 € SLo(Z) alors P, et P sont dans la méme orbite sous 'action de SLo(Z) et donc P = P
d’aprés le lemme 2.5.1.3. Donc la composition des fonctions j o P par @ ne fait que les permuter et aisni
tous les coefficients de ®x sont invariants sous 'action de SLy(Z).

En outre, on a vu que le développement de Fourier de j s’écrit :
1 X
@)=~ + ed"
7 =
: a b 21 *
Donc si P := 0 d € Ry alorsen posant g: 7€ H—— ™" € D*, on a:

) . +b 1 = ak
J(P-7)=j (md ) T i +kZ:OCkQ(T) TP (2)

2im 2iam

avec (g :=e @ =e ~ . Ainsi, 7 — q(7)Vj(P-7) (2) est bornée quand 7 — oo (puisque ad = N). De

méme qu’a j nous associons un développement de Fourier, nous allons donner un développement analogue
pour j o P, qui n’est en général pas méromorphe a l'infini. Considérons la fonction logarithme complexe

principal log définie et holomorphe sur C \ R_ et dont l'expression est donnée par :
Vr > 0,60 €] -, log(re')=log(r) + i

On peut étendre log aux valeurs # = 7w par cette formule ci-dessus mais on a alors une discontinuité sur
R* . 1l est alors immédiat que j* = j o ﬁ log (en dépit de la discontinuité puisque j est invariante sous
Paction 7 — 7 4+ 1 qui correspond & une rotation sur D* lorsque l'on compose par ¢). Considérons la
fonction (j o P)* := j o P o ;- log, définie sur D* mais a priori discontinue sur ] — 1,0[. Alors (1) assure
que sur D; :=D\] —1,0] :

1 = ak
(joP)(q) = —a= + chquIw (3)
qiG, =0

les puissances étant définies a partir de log via la formule ¢* := exp(alog(q)) pour tout o € R et ¢ € D;.
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Cette formule est toujours valide sur | — 1, 0] via le prolongement de log mais elle n’établit le caractére
holomorphe de (j o P)* que sur D;.

Soit f un coefficient de ® 5. Comme f est un polyndome symétrique en les j o P (P € Ry), f* :=
fo ﬁ log est aussi holomorphe sur D;. Elle est aussi continue sur | — 1, 0[ car on a vu que f est invariante
sous l'action de SLy(Z), donc en particulier sous leffet de la translation 7 — 7 + 1. Ainsi, vu (2) et le
lemme 2.5.2.5, f* est holomorphe sur D* et méromorphe en 0. f* admet donc un développement en série

de Laurent :

a coefficents dans Z[(n] (ou (n := e’¥). 1l s’ensuit que g : ¢ —> qax(Nko.lo)+1 £+ (N définit une

fonction holomorphe sur D tout entier et admet donc un développement de Taylor. Or par (4) et (5) :

g(q): Z qukN+maX(Nk0,lo)+1 _ Z dlql-l-max(Nko,lo)-i—l
k<—ko 1<—1lo

L’unicité du développement de Taylor assure que les deux développements (4) et (5) sont égaux donc en
particulier que les puissances fractionnaires de ¢ disparaissent de (5) et que les ¢ sont tous dans Z[(y].
Ainsi, f* peut étre vu comme un série formelle de Z[(n]((¢)) C Q(¢{w)((g)). Cette identification est
licite par unicité du développement en série de Laurent.
Faisons agir Gal(Q(¢{n)/Q) sur Q(¢n)((q)) de la maniére suivante : si o € Gal(Q((n)/Q) et g =
> kzko 4" € Q(CN)((9)) alors :
a(g) =Y olar)d"

k>ko

€ Ry fixée :

Or, on sait (par le théoréme 6.3.1 de [7]) que 0 € Gal(Q({n)/Q) envoie {y sur (} pour un certain r € Z
b
inversible modulo N. Ainsi, par (3), on a pour P := g

1 =

. " ak .

o((joP)")= =27+ crg' T Gy
4%%a k=0

Or, rb reste premier avec a et d car r est inversible modulo N = ad. Ainsi, on voit immédiatement que

b/
o((joP)*)=jo P avec P := g P € Ry, V' étant le reste de rb dans la division euclidienne par

d. Donc Gal(Q(¢n)/Q) permutte les fonctions jo P (P € Ry). Comme f* est symétrique en les variables
(joP)* (P € Ry), f* est donc invariant sous 'action de ce groupe de Galois. Ainsi, Gal(Q(¢n)/Q)
fixe tous les coefficients du développement en puissances de ¢ de f qui sont dans Z[(y], comme nous
lavons vu. Ainsi, tous ces coefficients sont dans Z[(y] N Q (d’aprés la proposition 5.6.11 de [7]). Mais
Z[(n]) N Q = Z car tous les éléments de Z[(y] sont entiers algébriques puisque (x est entier algébrique.
Ainsi, f* € Z((q)).

f est donc méromorphe & l'infini et invariante sous l’action de SLy(Z). On conclut alors avec la

proposition 2.5.2.2 que f € Z[j]. D’ou le résultat. O

Remarque 2.5.2.6. Le développement de Fourier :

” 1
i@ ==+ axd*
7 >0
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assure que j est transcendant sur C ce qui permet de voir j et X comme deux variables algébriquement

indépendantes et ® ;y comme un polynéme & deux variables ® (X, j) € Z[X, j].

| Corollaire 2.5.2.7. ®y(X, j) est irréductible sur C(j). |

Démonstration. Par définition, ®n (X, j) = [[pery (X —jo P) est scincé sur C(j, (jo P)pery ). Or, pour
tout Q € SLa(Z), f € C(J,(joP)pery) —> foP € C(J, (jo P)pery) est un automorphisme de la C(j)-
algebre C(j, (j o P)pery) et Vaction de SL2(Z) ainsi définie permute transitivement les jo P (P € Ry)
comme ceci a été justifié dans la preuve du théoréme 2.5.2.4. Il s’ensuit que Gal(C(j, (o P)pery)/C(5))
permute transitivement les racines de ® (X, j), donc que ce polyndme est irréductible.

O

Proposition 2.5.2.8. ®x(j,5) est un polyndme en j a coefficients entiers non constant. ‘

Démonstration. On sait déja que @y (j,7) est un polynome en j d’aprés le théoréme 2.5.2.4 donc qu’il
a b
admet un dévelopement de Fourier a l'infini & coefficients entiers. Pour toute matrice P := < 0 d ) €

Ry,on a:
1 XL
(JoP) (@) = —=x JrZCkQTC(]fb
a° k=0

Comme nous 'avons vu dans la preuve du théoréme 2.5.2.4. Ainsi, les termes d’ordre négatif de j*(q) —
(joP)*(q), & savoir % et —ﬁ ne se compensent que lorsque a = d et b = 0, auquel cas les entiers a, b et
d ne sont pas premiers entre eux, ce qui est impossible car P € Ry. Ainsi, le développement de Fourier
a l'infini de ®x(j,7) = [[pery (4 — J o P) admet un terme d’ordre < 0. Comme nous l'avons vu dans la

preuve de la proposition 2.5.2.2, c’est donc un polynéme en j de degré > 0. O

2.6 La cloture intégrale de Q[j] dans Q(j, jn) et la surface de Rie-
mann X (C).

N 0
Comme Ry contient la matrice ( 0 1 ), la fonction :

jNZTEH>—>j(NT):jO< J(\)[ (1) )(T)
est racine de ®x(X,j) € Z[j][X], qui est irréductible sur C(j) (donc a fortiori sur Q(j)) d’aprés le
corollaire 2.5.2.7. Comme ® (X, j) est unitaire et & coefficients dans Z[j] C Q(j) d’aprés le théoréme
2.5.2.4, c’est le polynome minimal de jy sur Q(5). Ainsi, Q(4,75) = Q(§)(jn) est une extension de degré
deg®n (X, j) = do(N) = Ny n (1 + %) (comme nous 'avons vu au lemme 2.5.1.4). Comme @y (X, j)
est séparable (car ¢’est un polynome irréductible sur un corps de caractéristique nulle), Q(4,in)/Q(j) est
séparable.

Considérons AN@ la cloture intégrale de Q[j] dans Q(j, jn ).

Proposition 2.6.0.1. Ay 5 est un Qlj]-module libre type fini de rang do(N) et une Q-algebre de

type fini, c’est & dire isomorphe & une Q-algébre de la forme :

QXy, -, Xi]/1

avec I un idéal premier de Q[ X1, -+, X,].
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Démonstration. Q(j,7n)/Q(j) est finie et séparable et Q[j] ~ Q[X] car j est transcendant d’aprés la
remarque 2.5.2.6. Or, Q[X] est principal. Le point (i) de la proposition B.4.0.1 assure alors que AN@
est un Q[j]-module libre de type fini de rang do(NV).

Soient x1,--- ,Z._1 € AN,Q des générateurs de AN@ comme Q[j]—module. Alors x1, -+ ,x,_1,7 en-

gendrent A N, comme Q-algébre. Considérons :

905@[)(17'“ 7XT’] - ANQ
P(Xla"'vXT') — P(mla"'7xr—l7j)

Alors ¢ est un morphisme de Q-algébre surjectif et induit donc un isomorphisme de Q[ X7, - - - , X,.] /ker(¢)
vers ANQ' Mais AN@ est intégre donc I := ker(p) est premier, ce qui conclut. O
Comme Q[X1,- -+, X,] est nothérien, il existe Fy,---,Fs € Q[Xy,---,X,] une famille de polynéme

engendrant 1’déal I de la proposition précédente. On définit la variétés algébriques affines suivantes :
X@Q) :={(x1,,2,) €Q |V1<i<s, Fywy,-,a,.) =0}

X(C) ={(xy, - ,2,) €C" |VI1<i<s, Fy(xy, - ,2,)=0}

Proposition 2.6.0.2. L’application :

T: Y e Homﬁ_alg(ANVQa C) — (¢<X1)7 t a‘p(z))

ot la barre supérieure sur les X; désigne la réduction modulo I dans Q[X1,--- ,X,], est une bijection
entre l’ensemble des morphismes de Q-algébres de Ay 9 Q[X1, -, X,]/I vers C, Hom@(ANQ, C),
et la variété X (C).

Démonstration. Soit ¢ € Homg_,, (Ay g, C). Alors pour tout i € {1,-- s} :

Fi(p(Xq1), - o(X,) = o(F(Xq1,-++, X;)) = @(F;) =0

Donc T est bien a valeurs dans X (C).

T est clairement injective car ¢ € Hom@_alg(AN@, C) est entiérement déterminé par ses valeurs en
les X; vu que AN,Q ~ Q[X1, -, X,]/1.

Soit (w1, ,x,) € X(C). On définit un morphisme de Q-algebre ¢ : Q[X1,- -, X,] — C donné par
¥(X;) := x; pour tout ¢ € {1,--- ,r}. Alors :

V1 <i<s, w(Fl) = FZ("/}(Xl)v 71/}(X7‘)) = Fi(xh'" 7xT) =0

Donc ¢ s’annule sur I et induit donc un morphisme v : Q[X1,---, X,/ ~ AN@ — C. Ainsi, T est

surjective et réalise donc bien une bijection. O

Théoréme 2.6.0.3. X(C) peut étre munie d’une structure de surface de Riemann. ‘

Démonstration. La preuve consiste & montrer que la matrice jacobienne de F := (Fy,--- , Fy) est de rang
r — 1 et d’appliquer I'analogue complexe du théoréme du rang constant pour définir les cartes. Un tel
résultat fait appel a la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs variables expliquée dans [12]. Nous
introduirons ultérieurement les notions nécessaires.

Etape 1 : Pour le moment, calculons rgJacp(F) lorsque P € X (Q) (nous verrons a quoi sert cette hy-
potheése restrictive). Il peut étre utile de se reporter a ’annexe D concernant les espaces tangents aux varié-

tés algébriques affines pour bien comprendre ce calcul. On sait que AN@ ~Q[X1, -, X/ (F1,- -, Fs) ~
Q[X(Q)], ce dernier ensemble étant ’algébre des fonctions polynomiales sur X (Q). Comme Q(j, jn)/Q(5)
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est finie et séparable, que AN@ est la cloture intégrale de Q[j] dans cet extension et que Q[j] est de De-
dekind, la proposition B.5.0.3 assure que Ay g =~ Q[X(Q)] est de Dedekind. Comme Q[X(Q)]p est la
localisation de Q[X(Q)] par 'idéal premier :

Mp:={f € QX(Q)] | f(P) =0}

le corollaire B.6.0.6 assure que c’est un anneau de valuation discréte d’unique idéal maximal principal :

mp = {f € QX(Q)]pr | f(P) =0}
Soit t € mp une uniformisante en P, c’est & dire un générateur de mp. Alors :

/
— =
/ t
induit un isomorphisme Q-linéaire mp/m% ~ Q[X(Q)]p/mp. Or, Q[X(Q)]p/mp est un corps car mp
est maximal et c’est de plus une Q-algebre. De plus, mp/m% est un Q-espace vectoriel de dimension
finie car ker(dFp) ~ Tp(V) ~ (mp/m%)* aussi d’aprés la proposition D.0.0.6 et le corollaire D.0.0.5.
Q[X(Q)]p/mp est donc une extension finie donc algébrique de Q, qui est algébriquement clos, de sorte

que :

QX (Q)lp/mp~Q

Ainsi, ker(dFp) ~ (mp/m2%)* est de dimension 1 sur Q. On déduit alors immédiatement du théoréme du
rang que rgJacp(F) =r — 1.

Etape 2 : Calculons maintenant rggJacp(F) lorsque P € X(C). On ne peut plus ici travailler dans
Avg ™ Q[X1, -, X,]/I ~ Q[X(Q)], mais seulement dans C[X (C)] ~ C[Xy, -, X,]/I¢ ot I¢ est I'idéal
de C[Xy,- -, X,] engendré par I. Montrons que I¢ est toujours premier afin de pouvoir appliquer les

résultats de ’annexe D.

Lemme 2.6.0.4. C[Xq, --,X,]/Ic est isomorphe en tant que Q-algébre a C ®F Q[X1,- -, X, ]/I

Démonstration. Considérons :
(\MP)eCxQ[Xy, -, X, ]/IT— AP € C[Xy, -, X,]/Ic

Cette application est bien définie et Q-bilinéaire donc par propriété universelle du produit tensorille, elle
induit une application Q-bilinéaire ¢ : C ®g Q[Xy, -, X,]/T — C[Xq,- -, X,]/I¢ vérifiant :

V(\,P) € CxQ[X1, -, X,]/I, o(A®@P)=AP

 est clairement surjective puisque @(A@Tlil . fr%) = )\Eil . YT% pour tous A € Cet iy, - ,4,. € N
Soit v € C ®@Q[X1,~~ X,/ tel que @(z) = 0. Alors = Y ;2 N\ @ Py avec Aq,--- , Ay € C

et P, -+, P € Q[X1, -, X,]/I. Soit E := Q(\1, -+, \p). Alors d’aprés le lemme B.8.0.3, E est une

extension finie d’un certain corps Q(t1,- - ,t,) avec t1,- - ,t, € E algébriquement indépendants. Comme
Q(t1,- -+ ,t,) est de caractéristique nulle, E/Q(t1,--- ,t,) est une extension finie de corps parfaits donc
est séparable (corollaire 5.6.12 de [7]) donc E = Q(t1,--- ,t,)[a] pour un certain a € E algébrique
d’apres le théoréme de 1’élément primitif (théoréme 5.4.6 de [7]). Quitte & multiplier les A; par leurs
dénominateurs dans Q[t1,--- ,t,], on peut supposer que z € Q[t1, - ,t,][] ®g Q[X1,--+,X,]/I. Mais
Qlt1, -, ta]la] ®QQ[X1, o+, X,]/T s'identifie & (Q[X1,- -, X,]/I)[t1,- -+ ,tn][a] via p d’aprés le lemme
B.8.0.2. Ainsi, x = 0. [

La proposition B.8.0.4 et le lemme précédent assurent que C[Xy, -, X,|/I¢ est intégre donc que I¢

est premier, ce qu’il fallait démontrer. Les résultats de 'annexe D s’appliquent alors toujours et assurent
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que ker(dFp) ~ (mp/m2)*.

Supposons par I'absurde que mp/m% = {0} alors mp = m%. Mais mp est un idéal de C[X(C)]p et
un C[X (C)]-module de type fini engendré par les X; —z; (1 < j < r) si Pon écrit P := (z1,---,x,).
Ainsi, le lemme de Nakayama (lemme B.2.0.1) donne que (1 —a)mp = {0} pour un certain a € mp. Mais
C[X (C)]p est intégre donc en fait, mp = {0}.

Ainsi, X; —z; = 0 pour tout j € {1,--- ,n} donc C se surjecte dans C[X(C)] ~ C[X1, -, X,]/Ic.
Ainsi, C[X(C)] = {0} ou C. Autrement dit, I¢ est maximal ou I¢ = C[Xy,---,X,]. Dans le cas ou
I¢ est maximal, X (C) est un singleton (d’aprés le corollaire 1.21 de [3], conséquence du théoréme des
zéros algébrique) donc X(Q) C X(C) est vide ou un singleton. X(Q) # () puisque sinon, on aurait
= Q[X1, -+, X,] d’aprés la version faible théoréme des zéros géométrique (théoréme 2.4 de [3]) donc
[X1, -+, X,]/I = {0}, ce qui est exclus. Donc X (Q) est un singleton et ainsi, I est maximal, et
[X1,--+, X,]/I est de dimension finie sur Q d’aprés le théoréme des zéros algébrique (théoréme
20 de [3]). Mais Ay g contient Q[j] ~ Q[X] donc c’est impossible. Pour les mémes raisons, le cas
I¢ = C[Xy, -+, X,] est aussi exclus.

On en déduit que ker(dFp) ~ (mp/m%)* # {0} et donc que rgeJacp(F) <r — 1.

Supposons par I'absurde que rgJacp(F) < r — 1. Alors P est non seulement zéro des F; mais aussi
des polynomes qui caractérisent l'inégalité rgeJacp(F') < r — 1, autrement dit, des polynomes :

OFy,

<i< —r - 9k
Vi<i<r JC{l,---,sh]|J|=r—1, G, :=det <8Xl>1§k;£i§r
l1eJ

Notons J et Jg les idéaux engendrés par I = (Fy,--- , Fs) et les G,y respectivement dans Q[Xh <, X et
dans C[Xy, -+, X,]. Alors P € V(J¢) donc Je € C[X1,---, X, ] et ainsi, J C Q[Xy,---, X, ] et V(J) # 0
d’aprés la version faible du théoréme des zéros (théoréme 2.4 de [3]). Donc on dispose de Q € X (Q) tel
que rgJacp(F) < r — 1, ce qui contredit le résultat de Pétape 2. Ainsi, rgJacp(F) =r — 1.

Etape 3 : Appliquons maintenant cela a la construction d’une structure de surface de Riemann sur
X (C). Introduisons pour cela la théorie des fonctions holomorphes de plusieurs variables détaillée dans
[12]. Une fonction G : U — V ou U est un ouvert de C™ et V' un ouvert de C™ est dite holomorphe si
elle est de classe C! (via I'identification réelle usuelle) et que sa différentielle est C-linéaire. Ceci équivaut
a ce que les composantes G; de G soient holomorphes en chacunes de leurs variables en fixant toutes les

autres (corollaire 2.8 de [12]), ce qui est manifestement le cas pour :
F:(xy, - ,2.) €CT+— (Fy(x1, -+ yx), -+, Fs(x1, -+ ,2,)) € C°

car les F; sont ploynomiales. La composée de deux fonctions holomorphes est holomorphe (théoréme 5.3
de [12]). Les fonctions holomorphes de différentielle inversible (comme application C-linéaire) vérifient le
théoréme d’inversion locale holomorphe (théoréme 5.5 de [12]), a partir duquel on démontre le théoréme
du rang constant (variante du corollaire 5.6 de [12]).

En particulier, I’étape 2 assure donc que pour tout P € X(C), il existe U C C" et V C C*® des
voisinages ouverts de 0, ®p : U — C" et ¥p : V — C? induisant des biholomorphismes sur leurs

images respectives et tels que ®p(0) = P et :
V(Zl,"' aZT) € Ua \IJPOFo(I)P(Zh"' 7Z7“) = (217"' 7Z'r'—1707"' 70)

On en déduit que :
X((D)ﬁq)P(U) = {¢P(07 707ZT) | (07 70727“) € U}

On définit ainsi un atlas holomorphe sur X (C) en prenant pp : x € X(C) N ®p(U) — (®5'),(z) € C
pour tout P € X (C), la compatibilité des cartes étant assurée par le caractére biholomorphe des ®p. [
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2.7 Deuxiéme bijection : I’application holomorphe ¢y : Yy(N) —
X(C).

2.7.1 Préliminaire : quotients de courbes elliptiques et morphismes.

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Commengons par définir le quotient d’une

courbe elliptique.
Théoréme 2.7.1.1. Soient E une courbe elliptique sur K et C' un sous-groupe fini de E. Alors il

existe une courbe elliptique E' unique a isomorphisme prés (sur K ) et un morphisme ¢ : E — E'
séparable tel que ker(¢p) = C.
On pose E' := E/C que l'on appelle courbe elliptique quotient de E par C. On appellera projection

canonique un tel morphisme ¢.

Démonstration. Dans le cas général, ce théoréme utilise des résultats de géométrie algébrique avancés (et
hors de notre portée) tels que la formule d’Hurwitz. On trouvera une démonstration dans [2] (proposition
4.12). La preuve est plus simple lorsque K = C, hypothése que nous ferons. On peut donc travailler avec
des réseaux de C.

Existence : Soit A, := Z@®77Z un réseau de C avec 7 € H. Soit C' un sous-groupe fini de C/A. Alors C
est engendré par un nombre fini d’éléments Py, - -, P,,, € C. Quitte & quotienter par (Py), (Pa), -+, (Ppy)
par successivement, on peut supposer C cyclique engendré par P;. Posons N := |C|. Alors d’aprés le
point (i) du théoréme 2.3.2.1, (C/A,,C) ~ (C/A/,(1/N + A,/)) pour un certain 7’ € H. L’isomorphisme

en question induit un isomorphisme de groupes :
1
(C/A)/C = C/A) <N + AT,> ~ C/(Z+ 77 +1/NZ) = C/(1/NZ & 7'Z)

Or, Z® N7Z est un réseau de C donc C/(1/NZ @ 7Z) est muni d’une structure de courbe elliptique, qui
induit une structure de courbe elliptique sur (C/A,)/C. Le morphisme ¢y : C/A,, — C/(1/NZ & 7'Z)

donné par la multiplication par 1 est de noyau (1/N + A,/) et donne le morphisme :
¢:C/N, — C/(1/NZ & 7'7) ~ (C/A,)/C

cherché en composant par I'isomorphisme (C/A,,C) ~ (C/A;,(1/N + A;)).

Unicité : On peut traiter 'unicité dans le cas général (K quelconque). Soient ¢ : E — E’ et
¢ : E — E" séparables tels que ker(¢) = ker(yp) = C. Alors le théoréme 1.2.0.6 assure 'existence d’un
morphisme séparable A : B/ — E"” tel que 1) = Ao ¢. Comme ¢ et 1) sont séparables, on a alors d’aprés
la proposition 6.10 de [3] :

|C| = deg(v)) = deg(A o ¢) = deg(\)deg(y)) = deg(N)|C

Ainsi, deg()\) = 1 et donc Ao A= [1], ce qui prouve que A est un isomorphisme dont l'inverse est le

morphisme dual. D’ou 'unicité. O

Proposition 2.7.1.2. Soient Ey et Ey deux courbes elliptiques définies sur K. Si End(Ey) ~ Z alors
Hom(FE1, Es) ~ {0} ou Z.

Démonstration. Supposons Hom(FE1, E2) ~ {0}. Soient ¢ € Hom(FE1, E2) \ {0} et :

v: 9 € Hom(Ey, By) — ¢ o) € End(E;)
Alors si ¢ € Hom(Ey, Ey) vérifie 1(¢)) = potp = 0 alors ¢popotp = 0 donc [deg(¢)] o) = 0 avec deg(¢) # 0
donc ¢ = 0 car Hom(FE, Es) est libre (d’aprés le théoréme 1.1.1.11). Ainsi, ¢ est injective et il s’ensuit

que Hom(E, Ey) ~ Z. O
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Proposition 2.7.1.3. Soient E une courbe elliptique telle que End(E) ~ Z, C et C' des sous-groupes
finis de E de méme ordre. Si E/C ~ E/C" alors C = C".

Démonstration. Soient A : E/C — E/C’ un isomorphisme et ¢ : E — E/C et ¢ : E — E/C’
des projections canoniques. Ainsi, A est de degré |ker(A)| = 1 donc, ¢ et ¢ étant séparables de noyaux
respectifs C' et O :

deg(A o ¢) = deg(¢) = |C| = |C"| = deg(¥)

Remarqons que Ao ¢, € Hom(E, E/C)\ {0}. Ainsi, Hom(E, E/C) ~ Z puisque End(E) ~ Z et d’aprés
la proposition précédente. Ao ¢ et ¢ sont donc des entiers de méme degré (donc de méme carré), de sorte
que :

Ao¢ =+
11 s’ensuit que C = ker(¢) = ker(A o ¢) = ker(¢p) = C". O

2.7.2 L’application ¢y : Yo(N) — X(C).
Lemme 2.7.2.1. Toute fonction f € AN@ est holomorphe sur H.

Démonstration. Soit Ay g est la cloture intégrale de Q[j] dans Q(j,jn) donc si f € Ay g, alors on
dispose de ag, - ,aq—1 € Q[j] tels que :

d—1
fd + Z CLifi =0

1=0

Les a; sont holomorphes sur H (car j est holomorphe sur H) donc si 7 € H est un pole de f alors 7 est un
pole d’ordre dord, (f) de f¢+ E?:_ol a;f* = 0. Absurde! Comme f € Ayg C Q(j,7n), f est méromorphe

et sans pole donc holomorphe sur H. O

Rappelons que AN@ ~ Q[Xy, -, X,]/I avec j envoyé sur X1, la réduite de X; modulo I (proposition
2.6.0.1). On peut donc voir les X; comme des fonctions de AN@ qui engendrent ANQ sur Q. Elles sont

holomorphes d’aprés le lemme précédent, ce qui assure la bonne définition de :

reH— (Xi(7), -, X, (1)) € X(C)

C’est une application holomorphe (chaque coordonnée étant holomorphe, on peut appliquer la théorie des
fonctions holomorphes de plusieurs variables de [12] puisque les cartes sont holomorphes comme fonctions
de plusieurs variables). D’aprés le lemme suivant et le théoréme 2.1.0.3, elle induit méme une application
holomorphe :

en : Yo(N) — X(C)

Lemme 2.7.2.2. jy est invariante sous laction de To(N). Il s’ensuit que toute fonction de Ayg C

Q(j,jn) est invariante sous laction de I'g(N).

Démonstration. Soient 7,7" € H tels que 7/ € T'o(N)7. Alors d’aprés le théoréme 2.3.2.1, (C/A,, (1/N +
A)) ~ (C/A+,(1/N + A;)). Donc il existe a« € C* tel que aA, = A et «(1/N +A;) = (1/N + A),
de sorte que :

1 1 1 1 ,

Donc C/(1/NZ & 7Z) ~ C/(1/NZ @ 7'Z) en tant que surfaces de Riemann et courbes elliptiques par
abus (d’aprés le point (i) du théoréme 2.2.2.1). Or, C/(1/NZ @ 7Z) ~ C/(Z & N7Z) et C/(1/NZ &
7'Z) ~ C/(Z & N7'Z) en considérant la multiplication par N des réseaux. Ainsi, j(N7) = j(N7') i.e.
Jn (1) = jn(7") d’apres la proposition 2.3.1.1. O
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Considérons gy : (z1,-++,2n) € X(C) — x1 € C. C’est une application holomorphe (toujours
d’aprés la théorie des applications holomorphes de plusieurs variables). Comme X s’identifie & j, on a

gN © @ = py ou autrement dit le diagramme suivant commute :

Proposition 2.7.2.3. Les fibres de gy sont de cardinal au plus do(N).

Démonstration. Soit z € C. Alors d’aprés la proposition 2.6.0.2 :

o' ({z) = {(z1, - ,2,) € X(C) | 21 = 2}

s’identifie & :
H. = {6 € Homg_,,, (A ©) | 6(7) = 2}

puisque X s’identifie a j.

Poser 1(j) := z suffit & définir un morphisme de Q-algébre v : Q[j] — C. Un morphisme de Q-
algébre ¢ € H, est donc un prolongement de 1. Soit p := ker(¢)). C’est un idéal de Q[j] qui est soit nul,
soit égal a Q4] tout entier, soit propre et premier, auquel cas il est maximal car Q[j] est de Dedekind
(j étant transcendant sur Q, c’est un anneau principal donc on peut appliquer la proposition C.1.0.9).
Remarquons aussi que si ¢ € H, alors 3 = ker(¢) est soit Ay g tout entier (auquel cas p = Q[j]) soit un

idéal premier 3 au-dessus de p. Distinguons trois cas :

Premier cas : Sip = {0} alors tout idéal premier de Ay g non nul PB|p n’est pas maximal car sinon

p le serait (d’apres la proposition B.7.1.2). Or, AN,@ est de Dedekind d’aprés la proposition B.5.0.3
car Q[j] est de Dedekind et que Q(4,jn)/Q(j) est finie et séparable donc tout idéal premier non
nul de A ~.g ©st premier. Ainsi, le seul idéal premier B de A NG au-dessus de p est {0}. Ainsi, tout
élément ¢ € H, est injectif.
Comme Q[j,jn] C Ay g g (vuque @y (jn, j) = 0 et que Py (X, j) est unitaire dans Z[j][X]), ¢ peut
donc étre prolongé & FracQlj, in] = Q(j,jn). Comme ¢(j ) = (j) = 2, ¢ est donc entiérement
déterminé par sa valeur en jy. Or, ¢(Pn(jn,J)) = Pn(d(in), #(j)) = 0 donc ¢(jx) est 'une des
do(N) racines de ®n (X, ¢(5)) € Z[p(5)][X]. Ainsi, |gy" ({z})| = |H,| < do(N).

Deuxiéme cas : Sip = Q[j] et si ¢ € H, alors (1) = (1) = 0 donc ¢ = 0. Donc |gy' ({z})] =1 <
do(N).

Troisiéme cas : Si p est propre alors le théoréme B.7.2.5, il y a au plus [Q(j,jn) : Q(§)] = do(IV)
idéaux premiers de A NG au-dessus de p. Montrons qu’alors ¢ € H, est entiérement déterminé par
P = ker(¢) (idéal premier de Ay 7 au-dessus de p), ce qui conclura.

Remarquons tout d’abord que ¢ induit une injection ¢ : A NG /B — C qui caractérise ¢.

On sait d’aprés la proposition B.7.1.2 que P est maximal car p l'est aussi. Donc A, Q/m est un
corps un Q[j]/p-espace vectoriel de dimension finie. Or, p est maximal donc Q/p est un corps et un
Q-espace vectoriel de dimension finie donc Q[j]/p ~ Q, puis AN’@/ P ~ Q car Q est algébriquement

clos.
Ainsi, ¢ : A NG /B — C est le morphisme de corps trivial, ce qui prouve bien que ¢ est déterminé
par .

O

‘Proposition 2.7.2.4. pn est injective.
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Démonstration. Etape 1 : Montrons que ¢y est injective en les points transcendants (modulo
I’action de T'g(V)). Soient 7 € H transcendant sur @ et E, ~ C/A. la courbe elliptique associée. Alors
le corollaire 2.2.2.5 assure que End(E;) ~ Z.

Soit 7 € H tel que pn(To(N)T) = on(To(N)7). Alors X;(7) = X;(7') pour tout i € {1,---,r}.
Comme Q[j,jn] C Ayg =~ Q[X1,--, X,], on a j(r) = j(7') et jn(r) = jn(7'). Ainsi, d’aprés la
proposition 2.3.1.1, C/A, ~ C/A. et C/An,; =~ C/Apn,. Or, on a vu au cours de la preuve du lemme
2.7.2.2 que :

C/An, ~C/A./C et C/Ayny ~C/A/C’

avec C := <% +AT> et C' = <% +AT/>. Ainsi, C/A,/C ~C/A/C".

En outre, comme j(7) = j(r'), on a d’aprés le théoréme 2.3.1.2, 7/ = v .7 = 2°t°

o avec vy =

b
( ¢ J ) € SLy(Z). Posons « := c¢1 + d. Alors :
c

alr =aZ+ o'l =(cr+d)Z+ (aT + D)L =Z & TZ = A,

car v € SLy(Z). Donc la multiplication par « induit un isomorphisme C/A,, ~ C/A,. Le groupe :

ao/:a<l+A7,> :<E+OZA7—/>: <CT;d+AT> (*)

N N

est alors de rang N. Ainsi « induit un isomorphisme C/A,//C" ~ C/A;/aC’. On en déduit que :
C/A,/aC’ ~C/A./C

Comme End(F.) ~ Z la proposition 2.7.1.3 assure que «C’ = C. On a donc par (%), L]\J{d = % +a'T+b
avec k € 7 premier & N et a’,b' € Z. 1l est donc nécessaire que N|c donc que v € Tg(N). Ceci conclut
I’étape 1.

Etape 2 : Soient 7,7/ € H distincts tels que ¢ (To(N)7) = @n(To(N)7'). Alors d’aprés le théoréme
de structure locale des applications holomorphes (théoréme 2.4 de [11], légérement adapté pour avoir les
mémes cartes au but), on dispose de (U, ¢) et (U’,¢)’) des cartes disjointes respectivement centrées en
To(N)7 et T'o(N)7" dans Yp(IV), de (V,9) une carte centrée en on(Io(N)7) = pn(To(N)7') dans X (C)
telles que :

Vze o(U), wopnod t(z)=2" et Vzed'(U), Yopyod l(z)=7

avec k,l € IN*. On ne peut avoir kK = 0 ou [ = 0 car sinon ¢y serait localement constante et donc
constante sur Yy(N) tout entier (qui est connexe par arcs), et donc py = gy o @ serait constante, puis
j serait constante, ce qui est exclus. Sur un voisinage W de 0 tel que W' C ¢(U) et W* c ¢/(U’), on a

donc :
VzeW, opnog '(z)=vopnod '(zF) donc pnog l(z)) =pno¢ ()

Comme Q est dénombrable, I \ Q est dense dans I et donc on peut trouver z € W tel que ¢~ 1(z!) =
Lo(N)7 avec 7 € H\ Q. C’est absurde d’aprés le resultat de I'étape 1. O

2.7.3 Conclusion.

Théoréme 2.7.3.1 (seconde bijection). ¢y induit un biholomorphisme :

Yo(N)\ {To(N)i, To(N)p} — X(C) \ ¢y’ ({0,1728})

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, comme @y est injectif, il s’agit de prouver que si
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P e X(C)\ gy ({0,1728}), alors il existe 7 € Yo(N) \ {To(N)i,To(N)p} tel que on (1) = P.

Soit donc P € X(C)\ ¢y ({0,1728}). Alors d’aprés le théoréme 2.4.0.4, py' ({gn(P)}) est de cardinal
do(N). Notons 71, - - -, T4, () les éléments de cet ensemble. Comme @ est injectif, {on (71), -, N (Ta(n)) }
est de cardinal do(N). Or, comme py = gy © @n, c’est un sous-ensemble de g5’ ({gn(P)}), qui est de
cardinal au plus do(N) d’aprés la proposition 2.7.2.3. Ainsi :

ay' ({av(P)}) = {en (), on (Tagv))}

Comme P € ¢y'({gn(P)}), on a donc P = ¢n(7;) pour un certain i € {1,---,do(N)}, ce qui conclut.
Nécessairement, 7; € {To(N)i,To(N)p} car {4, p} est envoyé sur {0,1728} par la fonction j, comme nous

I’avons vu au cours de la preuve du théoréme 2.4.0.4. O

Corollaire 2.7.3.2. Si v : ANQ — C est un morphisme de Q-algebres tel que ¥(j) ¢ {0,1728}

alors il existe T € H tel que :

Vi€ Ayg W(f)=F(r)

T est de plus unique modulo Uaction de T'o(N) sur H.

Démonstration. A 1, on associe le point P := (¢(X7) = (j), - ,¥(X,)) € X(C) via la bijection :

T : Hom~

G-ag(Ang €) — X(C)

de la proposition 2.6.0.2. Comme (j) ¢ {0,1728}, d’aprés le théoréme précédent, on dispose alors de
7 € H unique modulo T'y(N) tel que P = oy (1) ie. ¥(X;) = X;(7) pour tout i € {1,---,r}. Comme

AN,@ est engendré par les X; comme Q-algébre, on en déduit que :

Ve Ayg V()= Fr)

Ceci conclut. O
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Chapitre 3

La réduction modulo p.

L’annexe C est un préliminaire utile pour 'introduction du vocabulaire et des résultats de base sur
I’algébre p-adique.

Dans ce chapitre, on fixe p un nombre premier distinct de 2 et 3, et P un idéal de Z au-dessus de p.
On sait qu’alors (voir remarque C.2.0.2) P munit Q d’une norme ultramétrique |.|y telle que [plp = 1
et donc d’une valuation vy telle que vy (p) = 1, que nous noterons v pour abréger. Le corps résiduel de

(Q,v) est ITP d’apreés la remarque C.2.0.6. Nous noterons ng I’anneau local :

Ly = (Z\P)'Z={z € Q| v(x) 20}

et :
My .= {z € Q| v(x) >0}

son 1dea1 maximal. Enfin, nous noterons Q le complété de (@, v), Z:,B et im:,p les analogues de qu et My
dans Q En théorie, la réduction Z‘ﬁ — I, sera appelée par abus réduction modulo 5.

Etant donné une courbe elliptique E définie sur un corps fini F, C IFp, il est aisé de trouver un
relévement F de E défini sur qu. Il suffit de relever les coefficients a et b de ’équation de Weierstrass
Y2 = X3 +aX + b de E. Dans ce chapitre, nous allons définir des morphismes de réduction des points
E — E et des morphismes End(E) — End(F). On pourra montrer assez facilement un résultat de
surjectivité pour la réduction des points.

Cependant, la réduction des morphismes est beaucoup plus délicate. On obtiendra naturellement
I’injectivité de la réduction des morphismes. Pour autant, la surjectivité n’est pas automatique. Lorsque
E est supersinguliére, c’est méme impossible car End(E) est un ordre d’une algébre de quaternions tandis
que End(E) est un ordre d’'une extension quadratique imaginaire de Q (d’aprés le théoréme 1.3.0.1).
Lorsque E est ordinaire en revanche, End(E) est aussi un ordre d’une extension quadratique imaginaire
de Q (d’aprés le théoréme 1.4.0.1) et nous montrerons que 'on peut choisir E de telle sorte que le

morphisme de réduction soit surjectif (théoréme dt & Max Deuring).

3.1 Réduction des points.

On considére E une courbe elliptique définie sur Zg, d’équation de Weierstrass Y2 = X3 + aX + b

dont la réduction modulo 3, notée E, d’équation de Weierstrass :
Y =X34+aX+b

est une courbe elliptique, c’est-a-dire qu’elle vérifie A(E) = 4a> + 2752 # 0. On supposera de plus que
ab #0 (j(E) #0,1728).
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Lemme 3.1.0.1. Si P := (z,y) € E(Q) \ {O}. Alors v(x) < 0 si et seulement si v(y) < 0 et dans ce
cas :
3u(z) = 20(y)

Démonstration. Si v(z) < 0 alors comme v(a) = v(b) = 0 (@b # 0), on a d’aprés le lemme C.1.0.4 :
20(y) = v(x® + ax + b) = min(3v(z),v(z) + v(a),v(b)) = 3v(z)
Réciproquement, si v(x) > 0, alors :
20(y) = v(x® + ax + b) = max(3v(x),v(x) + v(a),v(b)) =0

Donc v(y) > 0. 0

—~

On définit la réduction modulo B : redy : E(Q) — E(TF,) de la fagon suivante. Soit P := (z,y) =

[x:y:1] € BE(Q)\ {O}. Si v(z) > 0 alors v(y) > 0 d’aprés le lemme précédent donc on peut poser :
P =redyp(P):=[z:7:1] = (7,7)

Sinon, v(y) < 0 donc v(y~1) > 0, 3v(z) = 2v(y) (d’aprés le lemme) donc v(y) < v(z) et v(y~tx) > 0. On
pose alors :

Bien-siir, O = redy(0) := O.

Proposition 3.1.0.2. La réduction redy : E(Q) — E(F),) est un morphisme de groupes de noyau :

—~

ker(redy) = {(z,y) € E(Q)\ {0} | v(x) <0} U{O}

Démonstration. Pour voir que redgp est un morphisme de groupes, il s’agit de montrer que si L est une

droite projective intersectant E(Q) en P, Q et R alors la réduction L de L modulo B intersecte E en
P, Q et R avec multiplicités. Ceci est long et fastidieux en raison du grand nombre de cas a distinguer.
Nous renvoyons le lecteur a l'exercice 7.15 de [2] pour une démonstration compléte de ce fait.

Le calcul du noyau est cependant immédiat par définition. O

3.1.1 Surjectivité de la réduction des points.

Proposition 3.1.1.1. La réduction redy : E(Q) — E(F),) est surjective.

Démonstration. Soit P := (x,y) € E'\ {O}. Prenons j € Q un relévement de y modulo 9 et considérons
le polynome Q(X) := X3 +aX + b —7y* € Zg[X]. Alors Q(z) = 0. Distinguons deux cas :

Premier cas : Si @/(a:) # 0 alors on applique le lemme de Hensel (théoréme C.4.0.1) & Q pour obtenir
Pexistence de & € Zg se réduisant sur z tel que 2 = #3 4 aZ + b. On a alors P := (#,9) € E(Q)

et redyp(P) = P.

Deuxiéme cas : Si @/(x) = 0 alors 322 + @ = 0 donc @ = +u ol u est une racine de —2 fixée dans
T, et y> = 23 +ab+b. Comme p # 2,3 et @ # 0, on a donc = # 0 et @/(x) = 6x # 0 donc le
lemme de Hensel assure I'existence de & € qu se réduisant sur z. Le lemme de Hensel appliqué de
la méme facon & Y? — (z° + aZ + b) donne §’ € Zg se réduisant sur y tel que §'* = &% + az + b.

On a alors P := (z,9') € BE(Q) et redm(ﬁ) =P.
O
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3.1.2 Reéduction des groupes de torsion.

Proposition 3.1.2.1. Soit n € IN* premier a p. Supposons que E[n] C E. Alors la réduction modulo 5

induit un insomorphisme de groupes E[n] — E[n].

Démonstration. Notons ¥,,(X,Y) le n-iéme polyndéme de division de E défini par récurrence par :
T (X,Y):=1, Uy(X,Y):=2Y, U3(X,Y):=3X"+6aX?+12bX —a?

Uy(X,Y) :=4Y (X% + 5aX* 4 200X> — 5a° X? — 4abX — 8b* — a®)

Pour m > 3 :
‘I’%@_lqjm\llm-iﬁ - \I/m—2\1’mq/%1+1

Uy, 1=
2 2Y

Et pour m > 2 :
‘I’2m+1 = ‘I’m+2‘1’§n - ‘I’m—l‘I’?n_H

U, (X,Y) vérifie les mémes relations de récurrence donc c’est le n-iéme polynoéme de division de E. On
sait de plus (comme conséquence de la la proposition 6.15 de [3]) quun point est de n-torsion si et
seulement si c’est un zéro du n-iéme polynome de division. Ceci est valable dans E comme dans E.

Or, on montre facilement par récurrence que U, (X,Y)? s’écrit dans Zg[X,Y]/(Y? — X3 —aX — b)

comme un polynéme en X de degré n? — 1 et de coefficient dominant n2. Distinguons alors deux cas.

Premier cas : Si n est pair alors ¥,,(X,Y) s’écrit dans Zg[X,Y]/(Y? — X3 —aX — ) :

U, (X,Y) =nYP,(X)

n?—4
2

du théoréme 6.17 de [3]). n étant de plus impair, F[2] C E[n]. Or, E[2] est formé du point O et

des points d’ordonnée nulle (d’oit le facteur Y). Les abscisses des n? — 4 autres points sont racines

. Comme n Ap =1, on a |E[n]| = |E[n]| = n? (d’aprés le point (i)

avec P, unitaire de degré

de P,. Comme —P € E[n] dés que P € E[n] et que deux points ayant méme abscisse sont égaux
ou opposés, P, est scindé a racines simples dans Q et ses racines sont les abscisses des points de
Eln] \ E[2].

De méme P, est scindé a racines simples dans IF,, et ses racines sont les abscisses des points de
E[n] \ E[2]. Donc P, n’a pas de racine double et le lemme de Hensel (théoréme C.4.0.1) assure
que 'on peut toutes les relever dans ip. Ainsi, toutes les racines de P, sont dans iq;.

Ainsi, pour tout P := (Z,%) € E[n] \ E[2], on dispose d’une racine x de P, dans iqg se réduisant
sur Z. Considérons alors le polynéome Q(Y) := Y2 — 3 —ax —b. Alors Q(7) = 0 et Q/ () =25#0
car P ¢ E[2] donc le lemme de Hensel assure I'existence de y € %ﬁp’ se E(\’eduisant sur y modulo P
tel que Q(y) = 0. On a alors ¥,,(z,y) = 0 donc P := (z,y) € E[n]N E(Q).

Puis, si P := (z,7) € E[2] \ {O} alors § = 0. Considérons donc Q(X) := X3 + aX + b. T est une
racine simple de @, ce polynéme n’ayant pas de racine double car il est de discriminant A(E) # 0
donc d’aprés le lemme ge Hensel, * admet un relévement x € iqg qui est une racine de @. On a
alors (z,0) € E[2] N B(Q).

Ainsi, redg induit une surjection entre E[n] et E[n]. Ces deux groupes ayant méme ordre, il s’agit

d’un isomorphisme.

Deuxiéme cas : Sin est impair alors :

U, (X,Y) = nP,(X)

n?—1
2

Hensel appliqué a P,,). C’est méme plus simple cette fois-ci car il n’y a pas a considérer les points
de E[2].

avec P, unitaire de degré . On applique le méme raisonnement que précédemment (lemme de

49



On déduit de la proposition ci-dessus le corollaire immédiat ci-dessus.

Corollaire 3.1.2.2. Notons E'°" = Upp Eln] et E'" son analogue dans E. Alors redy induit

. . —=tors
un isomorphisme de groupes E*°™ — B .

3.2 Reéduction des morphismes.

On se donne E; et Ey deux courbes elliptiques définies sur Zep dont les réductions modulo ¢ (E; et
E, respectivement) sont des courbes elliptiques de coefficients tous non nuls. On va construire une fléche
Redq;; : HOIIl(El, E2) — HOHI(E, E)

Si ¢ € Hom(E;, F2) est une isogénie a coefficients dans @ alors on peut ’écrire sous forme normale :
P(X,Y) := (r(X),Ys(X))

avec 1, s € Q(X). Pour réduire cette formule, il faut d’abord s’assurer que numérateurs et dénominateurs
ont des coeflicients de valuation > 0, de fagon & pouvoir les réduire aprés modulo B, quitte & multiplier

par un un élément de B les numérateurs et dénominateurs. Toutefois, le risque est grand de se retrouver

avec % une fois réduit. D’ou 'utilité de réduire de fagon "optimale". La valuation de Gauss est un outil

pour cela.

Définition 3.2.0.1. On appelle valuation de Gauss d’un polynéme P := Z?:o c; X' € Q[X] lélément de
RU{+oo} donné par :

va(P) = ()Ignilgdv(ci)

On étend cette fonction a Q(X) par la formule :

“(P.Q) e QX x XN\ 0} v () = valP) - (@)

A partir des propriétés de v, on obtient le :

Lemme 3.2.0.2. vg est une valuation sur Q(X) et le corps résiduel de Q(X) pour cette valuation est
Fy(X).

Lemme 3.2.0.3. Sip € Hom(E, E3) est une isogénie écrite sous forme normale o(X,Y) := (r(X), Ys(X))

alors on a :

Démonstration. Notons Y2 = X3 + a2 X + by I’équation de Weierstrass de Fs, de sorte que :
(X3 4+ a1 X +01)s(X)2 =r(X)3 +agr(X)+by ()
Supposons par I'absurde que vg(r) > 0 alors d’une part, d’aprés le lemme C.1.0.4 :
(X3 + a1 X +b1)s(X)?) = vg(r(X)3 + aor(X) + by) = vg(by) =0
Et d’autre part :
v (X3 + a1 X +b1)s(X)?) = 206(s(X)) +va (X3 + a1 X + by) = 2va(s(X))
Donc vg(s(X)) = 0. En réduisant modulo 93, on obtient alors que :

(XP+@X +b1)5(X)? =0y
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Ainsi, on peut écrire X2 +a1X +b; = by avec A, B € E[X | non nuls et premiers entre eux. Ainsi,

Ax)2’
ZQ|§2 donc A est constant et B est un polynéme de degré % Absurde!
De méme si par 'absurde vg(s) > 0, Péquation () et le lemme C.1.0.4 assurent que vg(r) > 0. On

peut donc réduire (*) modulo B pour obtenir :

Donc r(X) est constante égale & une racine o de X 3 4+ @3 X + by. Considérons la composée :

- - red ——tors
- E{O’rb ¥ Eéws ® E2

Pour tout P := (z,y) € E{°"®, [n]P = O pour un certain n € IN* premier a p donc [n]p(P) = ¢([n]P) = O

et o(P) € EL"s donc la composée est bien définie. En outre, si ¢(P) # O, alors ¢(P) # O d’apres le
corollaire 3.1.2.2 donc v(r(x)) > 0 et v(ys(z)) > 0 d’apres la proposition 3.1.0.2, de sorte que :

@(P) = (r(z),ys(x))

Comme ¢(P) # O, P # O donc la proposition 3.1.2.1 et la proposition 3.1.0.2 donnent que v(x) > 0.

r(X) = a n’ayant pas de pole, T n’en est pas un et on a donc :

r(z) =7(T) =«

Et par suite ys(z) = 0, donc :

¢(P) = (a,0)

Ainsi, ¥ est & valeurs dans E»[2]. Mais ¢ induit une surjection Ei°" —s EL" car ¢ : By — Ej est

surjective comme toute isognéie (proposition 6.11 de [3]) et que ¢ envoie un point de Ei°"% sur EL°7*

red 3 ——tors
comme nous l'avons justifié¢ plus haut. De plus, la proposition 3.1.2.1 assure que E3°"* — Egmrg est

surjective. Donc ¥ est surjective et B = E5[2]. Cest absurde! Ainsi, vg(r) <0 et vg(s) < 0.

Or, (%) et le lemme C.1.0.4 donnent que vg(r) < 0 <= vg(s) < 0 et qu’alors 2vg(s) = 3vg(r) (la
preuve est la méme que pour les points). Supposons par ’absurde que ce soit le cas. Plagons-nous alors
dans le sous-corps K de Q engendré par les coefficients de E;, Eo, r et 5. K est un corps de nombres
donc (K, v) est a valuation discréte (voir C.2.0.2) donc on dispose d’une uniformisante 7 € Og. On peut
alors écrire r(X) = %ﬁ?}() et s(X) = % avec A, By,C, Dy € K[X]\ {0} tels que AA By =1,
CADy=1,etvg(A) =va(By) =ve(C) =va(Dy) =0. (x) devient alors :

(X? + asX + b)) C(X)*7" Bo(X)? = (A(X)? + a2 A(X)7"" By(X)? + by®" B(X)?) 7" Do (X )?
En simplifiant par 7" et en réduisant modulo B, on obtient alors :

(X® + @ X +b2)C0(X)?By(X)? = A(X)*Do(X)?

Comme X3 +a3X +by est a racines simples (puisque Ej est une courbe elliptique), ceci est impossible. [

Si ¢ € Hom(FEq, E2) est une isogénie écrite sous forme normale ¢(X,Y) := (r(X),Ys(X)) alors le

lemme ci-dessus permet de poser :
Redy (0)(X,Y) =2(X,Y) := (F(X),Y5(X))

On pose aussi bien-sir Redg (O) := O. Voyons maintenant les propriétés de cette fleche Redy : Hom(E1, Es) —

Hom(E7, Ey). Pour commencer, vérifions que cette fléche est bien définie, c’est a dire a valeurs dans les
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morphismes.
Lemme 3.2.0.4. Si ¢ € Hom(E1, E2) alors € Hom(Ey, E»).

Démonstration. Si p = O alors g = O € Hom(FEy, E). Supposons donc ¢ # O et écrivons sous forme
normale p(X,Y) := (r(X),Ys(X)). Alors :

(X3 4+ a1 X +b1)s(X)? = r(X)? + aor(X) + by

Donc en réduisant modulo 93, on obtient :

(X3 +a1X 4 01)5(X)? = F(X)® + agF(X) + by

Donc o(X,Y) = (F(X),Ys(X)) définit un morphisme généralisé. D’aprés le théoréeme A.1.0.1, il suffit
donc de vérifier que B(0) = O, c’est a dire de le degré du numérateur de 7 est strictement supérieur a
celui de son dénominateur.

Ecrivons donc r := % avec Ap, By € Q[X] non nuls, premiers entre eux et de valuation de Gauss
nulle (ce qui est possible d’aprés le lemme précédent). Ecrivons aussi sous forme normale 1'isogénie duale
P(X,Y) == (((X),Yu(X)) et t := g—z avec Ag, Ba € Q[X] non nuls, premiers entre eux et de valuation

de Gauss nulle. Vu que ¢ o ¢ = [n] (ou n := deg(y)), on a :

Pn(X)
t(r(X)) =
o ¥, est le n-iéme polyndéme de division de E; et ¢,(X) = X\Ilfl — V¥, 1¥,,+1. Comme pour tout

m € IN*, 12, est un polynome en X de degré m? — 1 et de coefficient dominant m? (d’aprés [3|, page
76), on obtient que ¢,, est un polynome en X unitaire de degré n?. En réduisant modulo 3, on obtient

toujours : o
H(r(x)) = )
@, (X)

Bien-stir, v (¢2 (X)) = 0 car ¥,, est le n-iéme polynéme de division de E1, ce qui rend la réduction légale.
Mais alors ¢, (X) est encore de degré n?, de méme que le numérateur de #(7(X)).

En outre, d’aprés le lemme A.1.0.4, deg(A4;) = deg(A2) = n et deg(By) = deg(B2) =n — 1 (¢ étant
aussi de degré n). On peut donc écrire Ay := 31 a; X" et By := > 1" b; X", puis :

1(7(X)) = S @ AL(X) B (X)"
E(X) Z?;ol M(X)iE(X)n—l—i

avec deg(A;) < deg(A;) =n et deg(B;) < deg(B;) = n — 1, de sorte que :

deg (Z ail(X)ZBl(X)nz) < deg(A;(X)") < n?

=0

Comme le numérateur de #(7(X)) est de degré n?, il y a en fait égalité, ce qui donne deg(A;) = n, puis
deg(B;) < deg(A;), de sorte que B(0) = O. O

Proposition 3.2.0.5. Soient ¢, € End(E). Alors :

P+ =p+¢Y et oy =poy

.....

l'additivité pour les points (voir [2], exercice 7.15).
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Supposons ¢ et ¥ non nulles ('autre cas étant trivial). Alors on peut les écrire sous forme normale :

P(X.Y) = (n(X),Ys1(X)) et $(X,Y) = (ra(X), Va(X))
avec 71,79, 81,52 € Q(X) et r 1= %71"2 = g—z, $1 1= %, So 1= 1% avec les numérateurs et dénominateurs
premiers entre eux dans Zgy[X]. Quitte & simplifier par p, on peut toujours supposer les valuations de
Gauss des numeérateurs nulles et les valuations de Gauss des dénominateurs positives ou nulles.

Pour montrer que la réduction se compose, il suffit de montrer que les dénominateurs By o 75(X) et
D1 o73(X) sont non nuls. Supposons par I’absurde que By o75(X) = 0. Alors B; = 0 ou 73 est constante
égale & une racine de B;. Le cas By = 0 est exclus car % # 0. Le cas 75 constante aussi car les isogénies
sont surjectives et ne peuvent donc étre constantes (d’aprés la proposition 6.11 de [3]). Pour la méme

raison D; o 73(X) est non-nul. O

Proposition 3.2.0.6. Soit ¢ € Hom(E1, E3) une isogénie de degré non divisible par p. Alors la

réduction des points redy induit un isomorphisme entre ker(yp) et ker(®).

Démonstration. Posons n := deg(¢). On a :

QBO ¥ = [n}El

Ce qui donne en réduisant modulo ‘B :

oY = [n}El

)l

d’aprés la proposition précédente. Or, [n]g, s’exprime en fonction du polynéme de division ¥,,(X,Y) et
que ¥, (X,Y) est le polynome de division de E;, comme nous I'avons vu au cours de la preuve de la

proposition 3.1.2.1. Ainsi, on obtient par multiplicativité du degré :

deg(p)deg(¢) = deg([nlz) = n®
Or, en écrivant 3 et ¢ sous forme normale et en réduisant modulo B les numérateurs et dénominateurs
de leurs abscisses, on obtient que deg(®) < deg(¢) = n et deg(¢) < deg($) = n, de sorte que deg(p) =

deg(¢).
Comme p [deg(y), P est séparable (d’aprés le corollaire 1.1.1.13) et bien-stir ¢ est séparable car Q

est de caractéristique nulle. On a donc |ker(p)| = |ker()|. Ecrivons ¢ sous forme normale ¢(X,Y) :=
(r(X),Ys(X)) et r := 4 avec A, B € Q[X] non nuls, premiers entre eux et de valuation de Gauss nulle.
Alors : o
T(X) = @
B(X)

Or, B est scindé dans Q et ses racines sont les abscisses des éléments de ker(p) \ {O}. Mais p fn donc
ker(p) C Eq[n] C Ef°"*. Comme redy est injective sur Etors e 3.1.2.2 assure que les coefficients des
points de ker(yp) \ {O} sont dans Zsy. Ainsi, les racines de B sont des réduites des racines de B. Or,
comme les abscisses des éléments de ker() \ {O} sont poles de 7, ce sont des racines de B. On en déduit
que redgq induit une surjection ker(¢) — ker(®). Par égalité des cardinaux, c’est un isomorphisme, ce

qui conclut. O

3.3 Le théoréme de Deuring.

3.3.1 Remarques préliminaires.

On se donne une courbe elliptique E ordinaire définie sur un corps fini IF;, ¢ étant une puissance d’un

nombre premier p # 2, 3. Nous noterons Y2 = X2 + aX + b son équation de Weierstrass.
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Relever E est facile. En prenant des relevés dans Z de a et b, notés respectivement a et l~), on obtient
une courbe elliptique E définie sur Z et se réduisant sur E.

Dans les sections précédentes, nous avons construit des fleches de réduction redy : E (Q) — E et
Redy : End(E) — End(E). Nous avons prouvé facilement que 'on pouvait relever les points, c’est-a-dire
que la fleche redy; est surjective. Peut-on de méme relever les morphismes ? Nous allons montrer que si
E est ordinaire (hypothése indispensable que nous ferons), on pourra trouver un relévement Ey de E sur
lequel la réduction des morphismes est surjective.

Nous avons vu (théoréme 1.4.0.1) que End(F) s’identifie & un ordre d’une extension quadratique
imaginaire de Q, disons Q(«) (avec a € C\ R, de degré 2 sur Q). La proposition B.1.0.1 assure alors
I'existence d’un entier ¢ € Z \ {0} tel que End(E) ~ Z + caZ. Par linéarité et multiplicativité de la
réduction (proposition 3.2.0.5) et puisque la réduction et le relévement de la multiplication par un entier
est maitrisée (c’est fait dans [3| en considérant les polynémes de division), il suffit de relever le morphisme
(po associé a ca.

Remarquons que ¢q + [n] engendre aussi End(F) pour tout n € Z. D’aprés le lemme qui suit, nous
pouvons donc utiliser ce degré de liberté supplémentaire pour supposer que p fdeg(yg) donc que ¢q est

séparable d’aprés le corollaire 1.1.1.13, quitte & remplacer ¢ par ¢g + [n].
Lemme 3.3.1.1. Il existe n € Z tel que p fdeg(wo + [n]).

Démonstration. On sait d’aprés la proposition 1.1.4.2, deg est une forme quadratique donc pour tout
nez:

deg(po + [n]) = deg(po + n[1]) = deg(po) + n’deg([1]) + n(deg(po + [1]) — deg(po) — deg([1]))
= n? + n(deg(po + [1]) — deg(po) — 1) + deg(po) (%)

Supposons que p|deg(yg). On a donc :
Vn €Z, deg(po+ [n]) = n(n + deg(po + [1]) — 1) [p]

11 suffit donc que p fn et p [n + deg(wo + [1]) — 1. Soit r le reste de deg(vp + [1]) — 1 dans la division

euclidienne par p. Alors r € {0,--- ,p — 1}. Sir € {0,1} alors comme p > 5, n = 1 [p] convient. Sinon,
n = —1 [p| convient. O
Si g se factorise dans End(FE) sous la forme ¢y = [m] o A, alors la proposition 3.2.0.5 assure qu’il

suffit de relever le facteur A\. D’aprés le lemme suivant et par multiplicativité du degré (corollaire 1.1.1.9),

on peut donc supposer que ker(yg) est cyclique et que p fdeg(¢o).
Lemme 3.3.1.2. I existe A € End(E) de noyau cyclique et m € Z tels que po = [m] o .

Démonstration. On sait que ker(yg) est un groupe abélien fini donc il existe dy|---|d, des entiers > 2

tels que :

ker(pq) ~ H 7./d; 7.
i=1
Sir =1, c’est terminé. Sinon, on remarque que le groupe de d;-torsion de Z/dsZ est :
do
1

1l s’ensuit que (Z/d1Z.)? se plonge dans ker(pg). Or, E[dy] ~ (Z/d1Z)? d’aprés le théoréme 6.17 de [3]
car :

[ker(o)| = [ ] dildeg(00)

i=1
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d’aprés la proposition 1.1.1.7 et que p fdeg(yo), de sorte que p fdy. Donc E[dy] C ker(pp). De plus, [di]
est séparable (car p fdy) et le théoréme 1.2.0.6 assure alors 'existence de A € End(FE) tel que pg = Ao[dy].

Considérons le morphisme de groupes :
f: P €ker(pg) — [d1]P € ker())

Alors ker(f) = El[d1] et f est surjectif car si @ € ker(X) et [dy] est surjectif comme tout morphisme non
nul (proposition 6.11 de [3]) donc on dispose de P € E tel que @ = [d1]P. Mais alors :

po(P) = A([d1]P) = A(@Q) = O

donc P € ker(yp), ce qui prouve la surjectivité de f. Par propriété universelle du quotient, f induit donc

un isomorphisme ker(pg)/E[d;] ~ ker(A\). On en déduit que :
ker(\) ~ I_IZ/diZ/(Z/dlZ)2 ~ (Z/d2Z)/(Z/d\Z) x HZ/diZ o Z/QZ X HZ/diZ
i=1 i=3 d i=3

On conclut alors par récurrence sur 7 en appliquant le méme raisonnement & A\ pour obtenir finalement

une isogénie de noyau cyclique. O

D’apres la discussion ci-dessus, relever tous les morphismes de End(E) revient a relever ¢q de degré
non divisible par p (donc séparable) et de noyau cyclique. Nous noterons C' := ker(pg) et N := deg(¢p)

dans toute la suite. On a alors :
C ~7/NZ C E[N] ~ (Z/NZ)?

La proposition 3.2.0.6 assure alors que si F est un relévement de E et si Yo reléve ¢q alors la réduction

des points induit un isomorphisme :

C :=ker(py) — C

Comme redy induit en fait un isomorphisme E[N] — E[N] (d’aprés la proposition 3.1.2.1), on a

nécessairement C' = (7p) (). En fait, cette formule détermine méme ¢y & un isomorphisme prés

|E[N]
d’aprés le lemme suivant :

Lemme 3.3.1.3. Soient E1,FEs et E3 des courbes elliptiques définies sur un corps K de carac-

téristique # 2,3. Soient ¢ € Hom(E1, E3) et ¢ € Hom(Ey, E3) des isogénies séparables tels que

ker(v) = ker(vy). Alors il existe un automorphisme A € Hom(E2, E3) tel que ¢ = Ao .

Démonstration. Comme ¢ et 1) sont séparables et que ker(y) = ker(v), le théoréme 1.2.0.6 assure 1'exis-
tence de A € Hom(Es, E3) et u € Hom(FEs3, Es) telles que ¥ = Ao p et o = po ). Ainsi :

Y=Aopotp et p=podoyp

Une isogénie étant surjective (proposition 6.11 de [3]), on en déduit que Ao p et g o A sont égales a

I'identité. Ainsi, A est un isomorphisme. O

Remarque 3.3.1.4. Sideplus Ey = E3 et j(F2) & {0,1728} (ce qui est toujours le cas si Fs est ordinaire
d’apreés la proposition 1.4.0.3), alors les calculs faits dans la preuve de la proposition 2.3.1.1 donnent que
A = *idg,, de sorte que p = 1.

Ainsi, il suffit de trouver ¢ € End(E’) de noyau C. On aura alors automatiquement © = o, quitte a
changer p en —.

On connait déja un morphisme de noyau C d’aprés le théoreme 2.7.1.1, donné par la réduction
P : E+— FE / C. Cependant, cette réduction n’est pas a priori un endomorphisme puisque E /C' n’est

pas isomorphe & E en général. Nous sommes donc amenés a résoudre le probléme suivant :
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Probléme : Trouver E relevant E telle que E /C ~ E.

Comme E est définie sur Zsyy C €, le couple (E, C) s’identifie d’aprés le théoréme 2.3.2.1 4 (C/A, (1/N+
A;)) pour un certain 7 € H défini modulo T'o(N), de sorte que :

J(E)=j(r) et j(E/C)=j(NT)

Le probléme ci-dessus revient donc a trouver 7" € H tel que j(7') = j(N7') et tel que j(7') se réduise sur

J(E) (la réduite étant alors isomorphe a E).

3.3.2 Conclusion : preuve du théoréme de Deuring.

Soit 7 € H tel que j(E) = j(7), (E,C) étant rappelons-le, un relévement de (E,C).

Notons Ay 7 la cloture intégrale de Z.j] dans Q(j,jn). Alors Ayz C N, Q, la cloture intégrale de
Qlj] dans Q(j, jn) donc d’aprés le lemme 2.7.2.1, toute fonction f € *AN,Z est holomorphe. On peut donc
définir un morphisme d’anneaux :

feAyz— f(r)eC

Lemme 3.3.2.1. Ce morphisme est en fait & valeurs dans qu.

Démonstration. Si f € Ay 7 alors f est entier sur Z[j] donc f(7) est entier sur Z[j(7)]. Mais j(7) € Zyp
par hypothése. En effet, E reléve E donc :

A(E) = 4a® + 27b? = 4a* + 270 mod P # 0

De sorte que :
=3

e 4a
JE) =178 € Ty
Ainsi, f(7) est entier sur Zgy.

De plus, f € Q(j,jn) donc f(7) € Q(j(7),in(7)). Mais j(1) € Zg C Q et jn est racine du po-
lynoéme modulaire ®x (X, j) € Z[j][X] (unitaire) donc jn(7) est entier sur Z[j(7)] C Zgyp. Or, Q est
algébriquement clos donc jx(7) € Q, puis f(7) € Q.

Comme qu est intégralement clos dans Q d’aprés la proposition C.1.0.9, il s’ensuit que f(7) € Z‘ﬁ' O

En composant avec la réduction modulo B3, on obtient un morphisme :

\I]:‘AN,Z — qu
f —  f(r) mod My

Lemme 3.3.2.2. On a ¥(j) = Y(jy).

Démonstration. Cette égalité a bien un sens car jy € ‘ANZ' En effet, jn est racine de ® 5 (X, j), qui est
unitaire a coefficients dans Z[j] C Z[j].

On sait que tous les éléments de C' sont & coordonnées dans Zs. Les formules de Veélu (voir [15])
donnant ’équation de Weeirstrass de E / C a partir de cette de E assurent alors que E / C est a coefficients

dans qu, ce qui assure qu'on peut réduire E /C’ modulo . Il reste & montrer que la courbe réduite

E' =F / C est bien une courbe elliptique, a savoir qu'elle est de discriminant non nul. Pour le voir, on
applique de nouveau les formules de Vélu, mais cette fois-ci & (F, C) et ’on remarque que F/C a méme

équation de Weierstrass que FE’, de sorte que E' = E/C. 1l s’ensuit que :

J(E/C) = j(E/C) mod Mg = jin(r) mod My
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Or, la réduction canonique E — E/C et ¢( sont séparables et ont méme noyau donc le lemme 3.3.1.3

assure que F et E/C sont isomorphes, de sorte que j(E) = j(E/C), puis que :
U(j) = jn(7) mod My = j(E/C) = j(E) = j(r) mod My = ¥(jn)

O

Ainsi; on a vu que (j — jn) C ker¥. Nous allons maintenant prouver le résultat essentiel qui nous

permettra de conclure.

Lemme 3.3.2.3. [l existe un idéal premier R de 'AN,Z tel que :
(1) (j—Jjn) CRC ker(T).
(ii) |’NZ = {0}.

Démonstration. ker(V) est premier donc radical. Ainsi, \/(j — jn) C v/ker(¥) C ker(¥). Le corollaire
B.3.0.5 s’applique donc et donne que :

VJ—IN= ﬂ p

p premier
(i—in)Cpcker(w)

Il s’agit de montrer que I'un des idéaux premiers de cette intersection vérifie p N Z = {0} donc que
Vi —inNZ={0}.

Supposons par 'absurde qu'il existe x € v/j — jy N Z non nul. Alors z" € (j — jy) pour un certain
n € IN. Alors on dispose de y € AN,Z tel que 2" = (j — jn)y. Notons A la norme sur P'extension
Q(4,7n)/Q(j). Comme Q(4,7n)/Q(j) est séparable, on a classiquement (voir la proposition 5.14 de [10]

pour une preuve) :

Vz e QU,jn), N(2) = H a(z)

oEX

ol ¥ est I'ensemble des morphismes de corps définis sur Q(j, jx) & valeurs dans une certaine cloture

algébrique de ce corps et fixant Q(j). Par multiplicativité de la norme, on a :
N(@") = N(j = jn)N(y)

Or, 2" € Q[j] donc N'(z") = [Q(j,in) : Q(4)]z™ = do(N)z". De plus, y € Ay 7 C Ay g donc y est entier
sur Q[j] et il en est de méme de tous ses Q(j) conjugés o(y) (o € X), de sorte que N (y) = [[,ex o(¥)
soit entier sur Q[j]. Or, N(y) € Q(j) et Q[j] est intégralement clos puisque, j étant transcendant, il est
isomorphe & Q[X] donc principal donc de Dedekind d’aprés la proposition C.1.0.9. Ainsi, N(y) € Q[j].
Enfin :

NG =in) = [[(e() = olin) = [] G = olin)) = ®n (4. 5)

cEXD ceY

les 0(jn) (0 € ) étant les Q(j)-conjugués distincts de jx et @ (4, X) étant le polynome minimal de jy

(d’apreés le corollaire 2.5.2.7). Il s’ensuit que :
a" = @n(5,7)QU)

avec Q € Q[X]. Or, la proposition 2.5.2.8 assure que ®y(4,7) est un polynoéme non constant en j. Ceci

contredit la transcendance de j puisque x # 0. D’ou le résultat. O
Enoncons et prouvons maintenant un dernier résultat mineur.

Lemme 3.3.2.4. Ona Ayg = Q- Az
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Démonstration. L’inclusion D est triviale. Prouvons 'inclusion réciproque. Soit x € AN@. Alors il est
entier sur Q[j] donc on dispose de d € IN* et de Py, --- ,Py_1 € Q[X] tels que :

Soit K le sous-corps de Q engendré par les coefficients des P; (0 < i < d — 1). Alors K est un corps
de nombres donc le lemme B.4.0.3 assure qu’il existe ¢ € IN* tel que cP; € Ok[X] C Z[X] pour tout

i€{0,---,d—1}. Ainsi, on a :
d—1
(cx)? + Z P (j)(ex) =0

=0

Donc cz est entier sur Z[j], et ainsi cx € A ce qui conclut. O

WA

Tous les ingrédients sont maintenant en place.

Théoréme 3.3.2.5 (Deuring). Soit E une courbe elliptique ordinaire définie sur ¥y (g étant une
puissance d’un nombre premier p # 2,3). Soit B un idéal mazimal de Z. contenant p. Alors il existe
une courbe elliptique E, définie sur qu se réduisant sur E modulo B et telle que le morphisme de
groupes :

Redy, - End(Ey) — End(E)

soit un isomorphisme.

Démonstration. On a déja vu que Redsyp est injective lors de sa construction (et ce quelle que soit la
courbe E choisie). La question est donc de trouver E telle qu'il y ait injectivité.

Considérons un idéal R donné par le lemme 3.3.2.3 et la réduction canonique modulo fR :
II: AN,Z — AN,Z/%

Comme ‘R est premier, AN’Z/% est intégre donc on peut considérer sont corps de fractions L :=
Frac(Ay 7/R). Comme RNZ = {0}, Z, s’injecte dans Ay 7/9 donc L est une extension de Q = Frac(Z).
En outre, tous les éléments de A ~,Z Sont entiers sur 7Z.[j] donc les éléments de A N,i/ R sont entiers sur
Z[1(j)]. Mais (j — jn) C R donc modulo ‘P :

Pn(j,J) = Pn(in,j) =0

Mais ® (7, j) est un polynéme en j non constant d’apreés la proposition 2.5.2.8. Ainsi, II(j) est algébrique
sur Z C Q. Ainsi, tout élément de A N,Z/ MR, donc de L est algébrique sur Q. Comme Q est algébriquement
clos, L se plonge dans Q. Ainsi, L ~ Q.

Comme R = kerll intersecte trivialement Z, on peut étendre II & QANZ = AN’@, pour obtenir un
morphisme de Q-algébre II : AN@ — Q. Comme FE est ordinaire, son j-invariant n’est ni 0 ni 1728
(d’apreés la proposition 1.4.0.3) et il en est de méme du j-invariant du relevé quelconque E choisi dans ce
paragraphe. On peut donc appliquer le corollaire 2.7.3.2 du théoréme de la deuxiéme bijection (théoréme
2.7.3.1) pour obtenir Pexistence de 7" € H défini modulo T'o(N) tel que :

VieAyg I(f) = f(7)

Soit Ej la courbe elliptique sur C associée a 7/ € H. Alors :

puisque (j — jn) C R.
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Comme R C ker(¥), ¥ se factorise par II par propriété universelle du quotient. Ainsi, ® : Ay 7 —
Ay 7/R est & valeurs dans Zg, de sorte que §(Eo) = j(') € Zsp. On peut donc supposer que Ey est

définie sur Zsg, ce qui permet de la réduire modulo B. ¥ se factorisant par II, on a de plus :
J(Eo) = j(r") =11(j) = ¥(j) mod My = j(7) mod My = j(E)

Ey se réduit donc sur une courbe elliptique isomorphe a F, donc par changement de variable, on peut
supposer que FEy se réduit sur E. Comme expliqué a la fin du paragraphe précédent, ceci prouve avec (%)

le théoréme de Deuring. O
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Annexe A

Compléments sur les morphismes.

Dans ce chapitre, on fixe K un corps de caractéristique # 2,3 et K une cloture algébrique de K.

A.1 Lemmes techniques sur les isogénies.

On commence par un résultat qui permet de vérifier qu'un morphisme généralisé est une isogénie.
Avant cela, donnons quelques précisions sur I’évaluation des fonctions rationnelles, puis des morphismes.
Soit E une courbe elliptique définie sur K d’équation de Weierstrass Y2 = X2 + aX + b.

Si p € K[E] est une fonction polynomiale définie sur E, alors on peut 1’écrire sous la forme normale :
p(X,Y) := p1(X) + Ypa(X)
avec p1,p2 € K[X] uniques et considérer sa norme :
N(p) = (p1(X) + Yp2(X)) (01(X) = Yp2(X)) = p1(X)? = Y2pa(X)? = p1(X)* — (X° + aX + b)pa(X)?

Et noter deg(p) le degré usuel en X de N(p).

Si f € K(E) est une fonction rationnelle et si P € E on sait évaluer f(P) lorsque P # O. Si P n’est
pas un péle de f, autrement dit si f = % avec p,q € K[E] avec q(P) # 0 alors I'évaluation est aisée
f(P) = q(P Sinon, on pose f(P) = Lorsque P = O, on distingue trois cas :

— Si deg(p) > deg(q) alors f(O) 0.

— Si deg(p) < deg(q) alors f(O) = oc.

— Si deg(p) = deg(q) alors f(O) est le

et g.

e rapport des coefficients des monomes de plus haut degré de p

On peut vérifier que ce procédé est indépendant du représentant de f choisi.

Si ¢ : By — E5 est un morphisme généralisé non nul entre deux courbes elliptiques définies sur
K alors on peut Iécrire sous la forme ¢ := (f,g). Si P € Fy, on évalue f(P) et g(P) pour décider de
la valeur ¢(P). Si aucune des deux valeurs n’est infinie, on pose ¢(P) := (f(P), g(P)). Sinon, on peut
montrer qu’alors f(P) = g(P) = oo (avec I’équation de Weierstrass et I’étude de 1'ordre des pdles) ce qui

nous autorise a poser ¢(P) = O.

Théoréme A.1.0.1. Soit ¢ : Ey —> Fo un morphisme généralisé entre deuzx courbes elliptiques Fy et

E, définies sur K. Supposons que ¢(O) = O. Alors ¢ est un morphisme.

Démonstration. On commence par montrer que ¢ est impaire, ¢’est & dire qu’elle vérifie p(—P) = —¢(P)

pour tout P € F;. Pour cela, on prouve le lemme suivant.

Lemme A.1.0.2. Tout morphisme généralisé ¢ : Ey — FEy pair, c’est a dire vérifiant ¥(—P) = ¥ (P)

pour tout P € Ey est constant.
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Démonstration. Si ¢ = O alors c¢’est terminé. Sinon, on peut écrire le morphisme généralisé sous la
forme v = (f,g) avec f,g € K(FE) et on écrit f et g sous forme réduite f = f1(X) + YV fo(X) et
g = g1(X) + Ygo(X) avec f1, f2,91,92 € K(X). Comme ¥(P) = ¢(—P) pour tout P € E;, on a
fIX)Y) = f(X,-Y) ce qui donne fo = go = 0 et donc Wa(f1, f2) = 0, Wa étant le polyndome de
Weierstrass de la courbe Es. On peut alors en déduire que f; et fy sont constantes d’aprés le lemme

technique suivant que nous ne prouverons pas (le lecteur intéressé pourra trouver une preuve dans [4]).

Lemme A.1.0.3. Il n'existe pas de couple (r,s) € K(X)? non constant solution de I’équation de Weiers-
trass Y2 = X3 + ag X + bs.

Ainsi, ¢ est constante. O

Considérons :

¢(P) + ¢(=P)
2

¢(P) — ¢(=P)

¢y PeE —> 5

et ¢_:PeckEr—

¢4 est pair donc constant égal & ¢ (O) = O. Donc ¢ = ¢4 + ¢ = ¢_ est impaire.

On montre maintenant que pour tout ) € E1, le morphisme généralisé :

ag: P € Fy— ¢(P+Q) — 6(P) — 6(Q)

est nul. On considére pour ) € F; le morphisme généralisé :

Bo:PeE — ¢(P+Q)— (P —-Q)

Comme ¢ est impaire, 8¢ est paire donc constante égale & So(O) = 2¢(Q). On a donc pour tout n € IN* :

P((n+1)Q) = ¢((n —1)Q) + Bo(nQ) = ¢((n — 1)Q) + 26(Q)

Ceci permet de montrer par récurrence sur n € IN que ¢(n@) = no(Q). Et ceci est vrai pour tout Q € Fj.
Soit maintenant @ € E;. Pour n € IN*, comme [n] est non constante, elle est surjective (proposition

6.11 de [3]) et Q admet donc un antécédant par [n], noté P. On a alors :
aQ(P) = ¢(P+ Q) — ¢(P) = ¢(Q) = ¢((n+ 1)P) = ¢(P) — ¢(nP) = (n + 1)¢(P) — ¢(P) — np(P) = O

Comme pour tout R € E[n], on a [n](P + R) = Q donc ag(P + R) = O. Ceci étant valable pour tout
n € IN*, et E[n] étant de cardinal n? (puisqu’ici car(K) = 0), on en déduit que a prend une infinité de
fois la valeur O.

Supposons par I'absurde que ag # O. Alors I'une des coordonnées de ag admet une infinité de poles
ce qui n’est le cas pour aucune fonction rationnelle. Donc ag = O et ce pour tout Q € E;, ce qui donne
le résultat. O

Voici maintenant un résultat nous donnant des informations utiles sur la forme normale d’une isogénie.

Lemme A.1.0.4. Supposons K de caractéristique nulle. Soit o € Hom(FE1, E2) une isogénie entre deux

courbes elliptiques Fy et Eo définies sur K. Ecrivons p sous forme normale :

_ (AX) [ CX)
P Y) = (B(X)’YD X)>

avec A, B,C,D € K[X]\ {0} tels que ANB=CAD=1. Alors :

deg(A) = deg(¢) et deg(B) = deg(p) — 1
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Démonstration. Posons n := deg(y). Comme ¢(O) = O, on a deg(A) > deg(B), de sorte que n =
max(deg(A),deg(B)) = deg(A), puis que :

deg(B) <n (1)
Or, on sait que :
(X? 4+ a1 X +01)0(X)*B(X)? = (A(X)® + aa A(X)B(X)? + b B(X)*)D(X)? (2)
Considérons alors U(X) le polynéme unitaire simple dont ’ensemble des racines est :
S:={xp | P:=(zp,yr) € ker(p) \ E1[2]}

Alors U(X)|B(X) car tout élément du noyau est pole de la fonction rationnelle 4 et de plus U A (X3 +
a1X +b1) = 1 (car les racines de X® + a1 X + by sont les abscisses des points de E1[2] \ {O}). Comme
AANB=1,UAB = 1et (2) donne que U(X)|D(X)?, donc U(X)|D(X) car U est & racines simples. Mais
alors U(X)?|B(X)? par (2) et puisque U est premier avec C et X? + a; X + b;. Puis U(X)?|B(X) encore
par simplicité de U.

Puis, comme E;[2] ~ (Z/27)? (théoréme 6.17 de [3]), E1[2] Nker(y) ~ {0},Z/2Z ou (Z/27)*. On

distingue alors trois cas :

Premier cas : Si F;[2] Nker(p) = {O} donc |S| = 25L (car pour tout = € S, si P € ker(y) est
d’abscisse x, —P # P aussi et ce sont les deux seuls points d’abscisse x) et ainsi, deg(B) >
2deg(U) =n — 1, puis deg(B) =n — 1 par (1).

Deuxiéme cas : Si E1[2] Nker(p) ~ Z/2Z alors |S| = 252 et de plus B admet une racine qui
n’est pas dans S, correspondant & l’abscisse de I'unique point de E;[2] N ker(y) \ {O}. D’on
deg(B) > 2deg(U) +1 =n — 1, puis deg(B) = n — 1 par (1).

Troisiéme cas : Si E1[2]Nker(y) ~ (Z/27)? alors |S| = 25% et de plus B admet trois autres racines
qui ne sont pas dans S, correspondant a l’abscisse des 3 points de E1[2] N ker(p) \ {O}. D'ou
deg(B) > 2deg(U) +3 =n — 1, puis deg(B) = n — 1 par (1).

O

A.2 Accouplement de Weil et propriétés du morphisme dual (PSC).

A.2.1 Accouplement de Weil.

Pour rappel, K est un corps de caractéristique # 2,3, n est un entier > 2 et u, est 'ensemble des

racines n-iémes de I'unité dans K, la cloture algébrique de K.

Théoréme A.2.1.1. Il existe une application e, : E[n)> — u,, appelée accouplement de Weil et vérifiant

les propriétés suivantes :

(i) ey est bilinéaire :
en(P1+P27Q) :en(PlaQ)en(P2aQ) et en(P7Q1+Q2) :en(Pan)en(PaQZ)

pour tous P, P, P>, Q,Q1,Q2 € En].
(ii) e, est alternée e, (P, P) = 1 pour tout P € E[n] et e, (P, Q) = e,(Q, P)~! pour tous P,Q € E[n].

(iii) e, est non-dégénérée e,(P,Q) =1 pour tout P € E[n] si et seulement si Q = O.
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Démonstration. Soit Q € E[n]. Alors le théoréme d’Abel-Jacobi (théoréme 4.28 des notes de cours [3])
assure l'existence de fgo € K(E) telle que :

div(fo) = n(Q) — n(0O)

Soit Q' € E\ {O} tel que [n]Q" = Q. Un tel Q' existe car [n] est non nul donc surjectif d’aprés la
proposition 6.11 de [3] et que |[n]~1({Q})| = |E[n]| = n* > 1 puisque car(K) ne divise pas n d’aprés le
théoreme 6.17 de [3]. Soit D 1=}~ pe g [(Q" + R) — (R)]. Alors

ord(D) = |E[n]| = |[E[n]| =0 et sum(D) = [|E[n][|Q" = [n] o n]Q = O
Le théoréme d’Abel-Jacobi assure alors I'existence de gg € K(E) telle que :

div(gg) = > [(Q +R) - (R)]

ReE[n]

On a alors :

div(gp) = ndiv(g) = Y [n(Q + R) —n(R)]
ReE[n]

Par ailleurs, [n]S = O si et seulement si S € E[n] et de méme [m]S = @ si et seulement si S = Q' + R
avec R € E[n]. Ainsi, fgo[n] a des zéros d’ordre n, qui sont les Q' + R pour R € E[n] et des podles d’ordre
n qui sont les R € E[n] et donc :

div(foon]) = Y [M(Q +R) —n(R)] = div(g3)

R€eE[n]

Or, le théoréme d’Abel-Jacobi (4.28 de [3]) assure aussi qu’a diviseur donné, une fonction rationnelle de

E est déterminée & une constante prés. Quitte & renormaliser fg, on peut donc supposer que :
foelnl=g4
On en déduit que pour P € E[n] tout T € E\ {-Q} :

9o(T + P)" = fo([n|T + [n]P) = fo([n]T) = go(T)"

9@ (T+P)
90 (T)
cardinal n (cette fonction valant 1 en —(@Q puisque les poles de gg sont tous d’ordre —1). Cette fonction

Donc T —

est & valeurs dans ’ensemble des racines n-iémes de I'unité de K qui est fini de

ne peut donc pas étre surjective puisque K est infini. Le lemme suivant assure alors que cette fonction

est une constante, que nous noterons e, (P, Q).

Lemme A.2.1.2. Une fonction rationnelle de E est soit constante soit surjective.

Démonstration. Soit f € K(E) non constante. Alors pour tout A € K, f — A n’est pas constante donc la

remarque 4.35 de [3] assure que cette fonction admet un zéro, ce qui conclut. O]

Il s’agit maintenant de montrer que e, ainsi construite vérifie (i), (i7) et (¢i¢). Ces démonstrations un
peu techniques peuvent étre sautées en premiére lecture.

(i) Soient P, Py, P2,Q,Q1,Q2 € E[n]. Alors comme T — %&? est indépendante de T € E\{—Q}.

On applique donc la formule définissant le couplage de Weil a T et T' + Py :

enlPr + 1o, Q) = S ) 90C R A S0 L) (11 Q) (P21 Q)

Le théoréme d’Abel-Jacobi assure l'existence de f € K(E) telle que div(f) = (Q1+Q2)—(Q1)—(Q2)+(0).
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Soient @] et Q% des antécédents respectifs de Q1 et Qo par [n]. Alors Pensemble des zéros de f o [n] est
(Q} + Q4 + E[n]) U E[n] et ensemble des ses poles est (Q} + E[n]) U (Q5 + E[n]). Tous ces zéros et ces

poles sont d’ordre 1 donc :

div(foln)= Y (R+@+Qy)— > (R+Q)—- > (R+QH+ > (R

ReE[n] ReE[n] ReE[n] ReE[n]
= > [(R+Q1+Q) ~ (R~ Y [(R+Q)~(R)]~ > [(R+Q))~(R)
ReE[n] ReE[n] ReE[n]

= div(ng-‘er) - diV(ng) - div(gQ2)
Donc quitte & multiplier f par une constante non nulle, on peut supposer que :

f o [n} _ 9Q14+Q2

et donc 9,40, = 90.,9q.(f © [n])
9019Q

D’o, en appliquant la formule définissant I’accouplement de Weil en O :

. _ 92:40:(P) _ 90, (P)ga.(P)f([n]P)
(P QU Q)= 57 10) g0, (0)a0, (0)F(n]O)

Comme [n]P = O, les facteurs en f s’éliminent et on obtient e, (P, Q1 + Q2) = e, (P, Q1)en(P, Q2).
(ii) Soient P € E[n| et P’ un antécédant de P par [n]. Pour tout @ € E, on rappelle que 7 est la
translation de Q. Comme div(fp) = n(P) —n(0), on a div(fp o 7p;p) = n(—[i — 1]P) — n(—[i]P) donc :

div (H fpo T[i]P) = i div(fpomip) = i[”(—[i = 1JP) — n(=[i]P)]

= > n(-li|P) - Zn(—[i]P) =0

i=—1 =

La derniére égalité venant du fait que [—1]P = [n — 1]P puisque P € E[n]. Ainsi, H?gol fpoTup est

constante d’aprés la remarque 4.35 de [3]. Comme fp o [n] = g}, et 7j;p o [n] = [n] o T[;p/, On & :

ni n n1 n1
(HQP ° T[i]P’) =[[frpelomr = <H fpo T[i]P) o [n]
1=0 1=0 1=0

Et (H?:lo gp © T3 p/)n est donc constante. Donc [];"; gp o 7[;p- prend un nombre fini de valeurs et ne
peut étre surjective, donc elle est constante. On a donc en évaluant cette fonction en T' et T + P’ pour

T € E tel que T + 4P’ ne soit ni zéro ni pole de gp pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1} :
ni ni
[[9p(T +iP") =] 9p(T + (i + 1)P")
i=0 i=0
Donc en simplifiant gp(T) = gp(T + nP’) = gp(T + P) et ainsi e, (P, P) = 1 par définition de e,,.

En combinant (i). et ce que nous venons de montrer, on obtient pour P, @Q € E[n] :

1= en(P+ Q1P+Q) = en(P7 P)en(P7 Q)en(Qa-P)en(QvQ) = en(Pv Q)en(Qv-P)

Donc e, (P, Q) = e, (P,Q) L.

(iii) On commence par prouver le lemme suivant.

Lemme A.2.1.3. Soit f € K(E) telle que pour tous P € E[n] et Q € E, on ait f(Q+ P) = f(Q). Alors
il existe g € K(E) telle que f = go [n].
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Démonstration. Considérons les sous-corps de K (E) suivants :
L:={fcK(E)|VPE€E[n] forp=f} e M:={go[n]|gecK(E)}

et le groupe G formé par les automorphismes op : f € K(E) — for1p € K(E) pour P € E[n]. Ce
groupe est d’ordre n? puisque E[n] est d’ordre n? (théoréme 6.17). L étant un sous-corps K (E) invariant
sous l’action de G, le lemme d’Artin assure alors que [K(E) : L] = n?. Sachant qu’il est clair que M C L,
il suffit de montrer que [K (E) : M] < n? pour obtenir que L = M et conclure.

En écrivant [n] = (r,(X),Y s,(X)) sous forme canonique, on obtient que r,(X) = X o [n] et que

Ys,(X) =Y o[n]. Ces fonctions sont donc dans M. En outre, on a d’aprés la proposition 6.15 de [3] :

_ XUp — n1¥ni
Tn = ¢2

donc X2 — Yy 10ni1 — V2, =0

)

2,/ 2
Comme 12 et 1, 11,41 sont des polynomes en X de degrés respectifs n? — 1 et W =n?

on obtient que X est racine d’un polynome de degré au plus n? a coefficients dans M. Donc M (X) est
une extension de degré < n? de M.

Mais K(E) = M(X,Y) et Y = 2kl ¢ M(X) car Y o [n] € M. Donc K(E) = M(X) et ainsi
[K(E): M] = [M(X): M] <n? Dot le résultat. O

On a e,(P,Q) = 1 pour tout P € E[n] par hypothése donc go(P + R) = go(R) pour tout R € E
et donc le lemme précédent assure l'existence de hg € K(E) telle que go = hg o [n]. 1l s’ensuit que

(hq o [n))" = gy = fq o [n] donc par surjectivité de [n], h¢y = fq. Donc :
ndiv(hq) = div(hg) = div(fg) = n(Q) — n(O)

Donc div(hg) = (@) — (O). La réciproque du théoréme d’Abel-Jacobi (admise et dont on trouvera une
démonstration dans [4], théoréme II. 50) assure alors que Q = O.
O

A.2.2 Propriétés du morphisme dual.
Proposition A.2.2.1. Soit ¢ € Hom(E, Es), ¥ € Hom(Fs, E3) des morphismes. Alors :
(i) bop=pou.

(ii) Si car(K) ne divise pas n alors ¢ et ¢ sont adjointes pour 'accouplement de Weil e, :

V(-RQ) € F [n] X E2[n]7 6n(90<P)7Q) = en(P"FA’(Q))

(iii) o+ =0+

o~

(iv) [n] = [n] et deg[n] = n? pour tout n € IN.
(v) deg(¢) = deg(p).
(vi) o=

Démonstration. (i) On a d’aprés les propriétés de I'isogénie duale et du degré :

porporhoy=oldeg(y))] op = [deg(s)]opogp
= [deg(v))] o [deg(y)] = [deg(v))deg ()] = [deg(v) o p)]

On montre de méme que ¥ o po @ o) = [deg(v o )], et on conclut par unicité de 'isogénie duale.

65



(ii) On a pour R € E donné e, (p(P),Q) = % avec les notations du paragraphe précédent.

Considérons :
Di=e, > (R)—e, Y (R—[lo] > R-l] > R|+(0)
Rep~1({Q}) Rep~1({0}) Rep~1({Q}) Rep=1({0})

Alors sum(D) = 0 et ord(D) = 0 donc le théoréme d’Abel-Jacobi assure Pexistence de h € K(E) telle
que D = div(h). Mais alors, comme div(f) = n(P) —n(O), on a :

div (M) — div(f o @) — ndiv(h)

hn
= Z ordg(f o ¢)(R) — Z ordg(f o p)(R) — ndiv(h)

Rep~1({Q}) Rep~1({0})

= ne, Z (R) — Z (R) | —ndiv(h)

Rep™'({Q}) Rep=1({0})
=n| [e] Z R —[e,] Z R | —n(0)
Rep™1({Q}) Rep™1({0})

=n(p(Q)) —n(0)

Et :

<ng<p)”:fQo[n]oga_fQogoo[n] B fQO(po[n]

ho[n] (hon)m — (ho[n)hm — hm

On peut donc prendre fi ) = f%# et gp) = %. Alors comme [n]|P = O :

_g009(R+P) ho[l(R)

) = B he IR P
_g0(elB) +o(P)_ h(R) _ _ gole(R) +o(P) _
=T e®) MR WP) . gole®) @@

D’ou le résultat.
(iii) Par hypothese, car(K) # 2 donc on peut appliquer la proposition précédente avec n = 2™ pour
m € IN*. On obtient alors pour tout (P, Q) € Ei[n] x Ex[n], avec la bilinéarité du couplage de Weil et le

théoréme précédent :

en(P, o +9(Q) = eal(p +¥)(P), Q) = en(p(P) +¥(P), Q) = ea(0(P), Q)en($:(P). Q)
= en(P’ @(Q))en(Pa ¢(Q)) = en(P7 @(Q) +

Donc e, (P, m(@) — 3(Q) — P(Q)) = 1 par antisymétrie et bilinéarité de e,,. Ceci étant valable pour
tout P € Ei[n], la non-dégénérescence de e, assure que ¢ + (Q) — ¢(Q) — tﬁ(Q) = O et ce pour tous
Q € E3[n] et tout m € N* (avec n = 2™). Or, |E[2™]| = 4™ d’aprés la proposition 6.17 de [3]. Donc

o+ —p— 12)\ est un morphisme de noyau infini. Il est donc nul d’aprés la proposition 1.1.1.7. D’ou le

résultat.

(iv) On procéde par récurrence sur n € IN pour prouver que [/n\] = [n]. Il est clair que [/O\] = [0] et
que [/1\] = [1] (vu que [1] est séparable vu que X' = 1 # 0 donc de degré |ker[l]| = [{O}] = 1 et que
[1] o [1] = [1]). Soit n € IN*. Supposons que [/n\] = [n]. Le point (i7) assure alors que :
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o~

Donc on a bien [n] = [n] pour tout n € IN. Ainsi :

o~

[deg([n])] = [n] o [n] = [n] o [n] = [n°]

Donc [deg([n]) — n?] = 0 et ainsi deg([n]) — n? = 0 puisque [m] est non constante dés que m # 0. Donc
deg([n]) = n.

(v) On a d’aprés le point précédent :

(deg(p))? = deg([deg()]) = deg(p 0 ¢) = deg(p)deg()

Donc lorsque ¢ # 0, deg(p) # 0 et deg(p) = deg(p). Et ceci est encore vrai pour ¢ = 0 puisqu’on a alors
@ =0.

(vi) Le point précédent assure que l'on a dans Fj :

¢ o = [deg(p)] = [deg(p)]

De méme ¢ o ¢ = [deg(¢p)] dans Es. Donc gé =  par définition et unicité de I'isogénie duale. O

A.3 Théoréme de factorisation (PSC).

Comme toujours, K est un corps commutatif de caractéristique # 2,3 et K est une cloture algébrique
de K et Ey, Ey, E3 sont des courbes elliptiques définies sur K.

Nous allons ici prouver le résultat suivant :

Théoréme A.3.0.1. (théoreme 1.2.0.6) Soient ¢ € Hom(E1, E2) et v € Hom(Ey, E3) des morphismes.
Supposons ¢ séparable et ker(p) C ker(y). Alors il existe un unique morphisme X\ € Hom(Es, E3) tel
que :

Y=>Aop

Si ¢ : Fy — FEs est un morphisme généralisé alors on peut définir un morphisme de corps :

¢*F(E2) — F(El)
f— foo

Ainsi, ¢*K(E,) est un sous-corps de K(E;). On peut en fait méme calculer le degré de l'extension
K(E1)/¢*K (E>) lorsque ¢ est un morphisme.

Théoréme A.3.0.2. Si ¢ € Hom(E4, E2) non nul alors :

[K(E1) : 9" K(Es)] = deg(e)

Démonstration. Notons X;,Y; les variables de E; pour i € {1,2}.

Comme ¢ est non nul, on peut l'écrire sous forme normale ¢(X1,Y7) := (r(X1),Y18(X1)) avec r,s €
K(X). Ainsi, pour tout g € K(E») écrite sous forme normale g(Xs,Ys) := p(X2) + Ya2q(Xs) avec p,q €
K(X),ona:

©"g(X1,Y1) = gop(X1,Y1) =p(r(X1)) + Vis(X1)q(r(X1)) (%)
Ainsi, ¢*Ys = Y15(X7) et donc Y7 = ‘Z*X}?) € p*K(Ey)(X1). Il sensuit que K (E1) = ¢* K (E2)(X1).

Ecrivons r := g avec P, € K[X] non nuls et premiers entre eux. x(X) = P(X) — r(X1)Q(X) est
aors un polyndéme annulateur non nul (il n’y a pas de compensation des coefficients puisque r ¢ K) de X;

a coefficients dans p* K (E5) (puisque r = ¢*X5). Il est de degré max(deg(P), deg(Q)) = deg(y) puisque
ré¢ K.
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Montrons que c’est le polynome minimal de X sur ¢* K (E3), ce qui conclura. Soit R(X) un polynome

annulateur de X; a coefficients dans ¢* K (E,) que 'on peut écrire sous la forme :

d
R(X) = (pi(r(X1)) + Y1s(X1)qi(r(X1))) X"
i=0
par avec d € IN* et po,--- ,pa,qo, -+ ,qq € K(X) (d’aprés (x)). Ainsi, par unicité de la forme normale

d’une fonction rationnelle Ry (X) := S0 o p;(r(X1)) X7 et Ro(X) := 324 qi(r(X1))X? annulent X.
Soit S le reste de R; par la division euclidienne par x dans K(r(X;)). Supposons par I'absurde
Sy # 0. Ecrivons S; est un polynome de degré < deg(p) & coefficients dans K (r(X1)) que I'on peut écrire

sous la forme :
deg(p)—1

Si(X) = Y si(r(X1)X’

=0

avec g, - € K(X). Comme R; et x annullent X, S; aussi. Quitte & multiplier s; par la

» Sdeg(p)-1
composée des dénominateurs des s; avec 7;, on peut donc supposer que les s; sont dans K[X]. On peut

alors rééctire S; en :

S1(X) =) Ti(X)r(Xy)
=0

avec Ty, -, T, € K[X] de degré < deg(p) et T, # 0. Quitte a diviser S; par r autant de fois que
nécessaire, on peut supposer que 70 # 0. La variable X étant transendante sur K, on a en fait dans
K(X):

S T(X)r(X) =0 ie Y TH(X)QX)IP(X) =0
j=0 j=0

Comme P et @ sont premiers entre eux, on a donc P|Ty et Q|T.. Mais, Ty et T, sont de degré < deg(p) =
max(deg(P),deg(Q)) donc Ty ou T, est nul. C’est absurde! Donc S; = 0 et ainsi x|R;. De méme, y|Rs

et x|R, ce qui prouve que x est le polynéome minimal de X;. O

Proposition A.3.0.3. Soit ¢ € Hom(E1, E3) non-nul et séparable. Alors l’application :

D : ker(p) —> Aut@*?(E2)(K(E1))

*
P — 715

ou Tp désigne la translation de P, définit un isomorphisme de groupes. En conséquence, l’extension
K(E1)/¢*K(Es) est galoisienne.

Démonstration. On commence par vérifier la bonne définition de ®. Soit P € ker(¢). Alors ¢ = g o7,
donc pour tout f € K(E») :

Tr(e"(f)) = foporp =fop=¢"(f)

Donc 75 fixe ¢*K(FE2) donc c’est un morphisme de ¢*K (E»)-algébres. En outre, 75 est bijectif de

reciproque 7 p, ce qui prouve bien que 75 € Autw*?(Ez)(K(El)).

Puis, si P, Q € ker(y), alors pour tout g € K(E1) :

(P +Q)(9) =goTrrq=goTQoTP = ®(P) 0o 2(Q)(9)

Donc ® est un morphisme de groupes.
Soit P € ker(p) tel que ®(P) = idg g, - Alors pour tout f € K(E,), forp = f donc en prenant
f=Xet f=Y,onobtient 7p = idg, donc P = O (en évaluant cette égalité en O). Donc @ est injective.

La séparabilité de ¢ assure que [K(E;) : ¢*K(FEs)] = deg(¢) = |ker(¢)| (la premiére égalité résulte
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du théoréme A.3.0.2 et la deuxiéme de la proposition 6.11 de [3]). Un résultat classique de théorie de

Galois (théoréme 5.4.1 de [7]) donne alors que :
Atz ) (R(EV)| < [R(E) : 0 R(E2), < [R(E) : 0 K(E2)] = [ker ()]

Ce qui permet de conclure a la bijectivité de ®. L’inégalité ci-dessus est donc en fait une égalité et
K(E1)/p*K(E) est donc séparable puisque [K(E;) : ¢*K(Es)]s = [K(E1) : ¢*K(FEs)] (corollaire
uis @*?(Ez)(F(El)l = [K(Ey) : ¢*K(E)]s, ce qui Leut dire que
tous les plongements de p* K (FEs)-algébre définis sur K(FE;) sont des automorphismes de K(E7). Ainsi,
K(E1)/p*K(E3) est galoisienne. O

5.6.3 de [7]) et normale puisque |Aut

Démonstration. (du théoréme 1.2.0.6) Tout point P € ker(yp) est aussi dans ker(¢), donc 75 est dans
Gal(K(E1)/v*K(E3)) d’aprés la propostion précédente et donc que 75 fixe ¢* K (E3). Mais comme tous
les éléments du groupe de Galois Gal(K (E1)/¢* K (Es)) sont de la forme 75 pour P € ker(y) d’aprés la
proposition précédente, on obtient que Gal(K (E1)/¢*K (E2)) fixe v*K(E3) et donc que :

UK (Es) C 9" K(E)

par correspondance de Galois (théoréme 6.1.1 de [7]).

Considérons donc le plongement :
L=  toioy* : K(Es) — K(Ea)

ol i est I'inclusion canonique de 1*K(FE3) dans ¢*K (E,). Posons alors A := (¢1(X3),t(Y3)) ott X3 et
Y3 sont respectivement les fonctions abscisse et ordonnée de E3. Si 'on note Wa(Xs,Ys) et W5(X3,Ys)

respectivement les polynomes de Weierstrass de Fy et E3 on obtient I’égalité suivante dans K (Fs) :
W3 (1(X3), 0(X3)) = t(W3(X35,Y3)) = (0) =0
Donc A est bien un morphisme de Ey dans E3. En outre, pour tout f € K(E3) :

AN(f) = fod=Flu(Xs),0(Ys)) = o(f(X2,Y2)) = o(f)

De sorte que :

fod=¢" Toioy™(f) e @ (fod)=v*(f) ie. folop=fou

Donc en particulier Xgo Aoy = Xzo01 et Y30\ o0¢ = Y301, puis finalement \ o ¢ = 1. O

69



Annexe B

Compléments utiles de théorie
algébrique des nombres et d’algébre

commutative.

On reprend ici quelques notions de théorie algébrique des nombres utiles détaillées dans le chapitre 1
de [9] et non développées dans le cours de Gaétan Genevier [10]. Nous partons des notions les plus élé-
mentaires avant d’aborder des résultats plus ambitieux. Dans cette section, les anneaux sont commutatifs,

unitaires et intégres (sauf mention du contraire).

B.1 Ordres des extensions quadratiques imaginaires et conduc-

teur.

Soit K une extension quadratique imaginaire de Q. Soit x € K un élément primitif de K, qui est
donc de partie imaginaire non nulle. Le discriminant d du polynéme minimal 7, de = sur @ est donc
< 0. Avec des manipulations algébriques élémentaires, on obtient alors immédiatement que K = Q(\/&)
Quitte simplifier et & multiplier v/d par le dénominateur de d, on peut supposer de plus que d € 7Z est
sans facteur carré.

On peut alors montrer en considérant la norme et la trace que I'anneau d’entiers de K est O =
Zla] = 7 + oZ avec :

| Vd o sid=2,3[4]
a_{ VT i =14

On pourra trouver une preuve dans la proposition 5.23 de [10].

Proposition B.1.0.1. Soit A C Og un ordre de K. Alors il existe un unique ¢ € IN* tel que A =
Z 4+ cOkg =7 + caZ. Cet entier est appelé le conducteur de A.

Démonstration. Considérons A N aZ. C’est un idéal de 'anneau oZ, qui est principal de méme que Z.
A ¢ 7 car A est un ordre, donc n + ma € A pour certains entiers n,m € Z et m # 0, puis ma € A car
Z C A et donc ANaZ # {0}. Ainsi, il existe un unique ¢ € IN* tel que AN aZ = caZ.

Montrons qu’un tel ¢ convient. Soit x € A. Alors z = n+ma avec n,m € Z et ma =z —n € ANaZ,
de sorte que c|m. Dot © € Z + caZ. Ainsi, A = Z + cOk = Z + caZ. O
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B.2 Lemme de Nakayama.

Lemme B.2.0.1 (Nakayama). Soit A un anneau commutatif unitaire, I un idéal de A et M un A-module
de type fini tel que M C IM. Alors il existe a € I tel que (1 —a)M = {0}.

Démonstration. Soit (mq,--- ,m,) une famille A-génératrice de M. Alors comme M C IM, on a :
n
Vi € {1, 7TL}, m; :Zai’jmj
j=1

avec a; ; € I pour tous4,j € {1,--- ,n}. Posons A := (a; ;)1<i j<n, €t m := (M;)1<i<n. Alors (I, —A)m =

0. Mais la formule de Laplace assure que :
tCom(I, — A)(I, — A) =dlI,

avec d := det(I,, — A). Ainsi, dm = ‘Com(A — I,,)(A — I,)m = 0. Comme (my,--- ,m,,) engendre M, il
s’ensuit que dM = 0. Mais en développant le déterminant, on obtient que d =1 mod I doncd=1—a

avec a € I, ce qui conclut. O

B.3 Nilradical et radical d’un anneau.

Définition B.3.0.1. Soit A un anneau commutatif et unitaire (non intégre a priori). Alors on appelle

nilradical de A et on note Nil(A) I’ensemble des éléments nilpotents de A :
Ni(A) ={zx € A|IneN*, z"=0}

Si I est un idéal de A, on appelle nilradical de I et on note Nil(I) lintersection I N Nil(A).

Proposition B.3.0.2. Si I est un idéal de A alors Nil(I) est un idéal de A et c’est méme l'intersection

de tous les idéaux premiers de A inclus dans I.

Démonstration. Nil(A) est bien un idéal de A car c’est le radical de ’idéal nul (on applique la proposition
2.11 de [3]). Le point le moins évident est la stabilité par addition qui se prouve avec la formule du bindéme
de Newton. Ainsi, Nil(I) est un idéal comme intersection d’idéeaux.

Soit p un idéal premier de A inclus dans I. Alors si z € Nil(I), on a 2™ = 0 pour un certain entier

n € IN* donc 2™ € p donc x € p puisque p est premier. Il s’ensuit que :

Nil()c (]

pCI premier

Réciproquement, si z € A\Nil(A4), il s’agit de montrer qu’il existe un idéal p premier de A inclus dans
I tel que x ¢ p. Considérons 'ensemble E des idéaux de A inclus dans I ne contenant aucune puissance

de z. Alors E est inductif pour l'inclusion au sens de la définition suivante :

Définition B.3.0.3. Un ensemble ordonnée (E, <) est dit inductif s’il est non-vide et si toute partie

totalement ordonnée de E admet un plus grand élément.

E est non vide car il contient 0 (puisque x n’est pas nilpotent). En outre, si (I;);es est une famille
totalement ordonnée d’idéaux de E, c’est a dire une telle que (J, <) est totalement ordonnée telle que

I; C Iy, dés que j < k dans J, alors on peut considérer I'idéal somme :

I:ZIjz{ZazHKcJ fini et Vk€K, xkelk}

JjeJ keK

71



7 contient tous les I; et ne contient aucune puissance de x car si 2™ € Z pour un certain n € IN* alors
2" =3 ek xr pour K C J fini et x; € I pour tout & € K, de sorte que =" € I, ol kg est le plus
grand élément de K. De plus Z C I car tous les I; sont inclus dans I. C’est donc un majorant dans E de

(I;)jes- On peut alors appliquer le lemme de Zorn :

Théoréme B.3.0.4 (lemme de Zorn). Si (E, <) est un ensemble ordonné inductif, alors E admet un

élément maximal.

Soit donc p un élément maximal de E. Alors il ne contient aucune puissance de x donc en particulier,
il ne contient pas x. Il reste & montrer que p est premier. Soient y, z € A\ p. Montrons que yz ¢ p. Comme
ye€p,p<Cp+(y), de sorte que p + (y) ¢ F par maximalité de p. Ainsi, on dispose de k € IN*, g € p et
a € A tels que :
zk = q—+ay

Pour la méme raison, on dispose de [ € IN*, r € p et b € A tels que :
o' =r+bz

De sorte que :

" = gr + gbz + ray + abyz
Comme zF*! & p et que gr + ¢bz + ray € p, nécessairement yz ¢ p, ce qui conclut. O

Corollaire B.3.0.5. Soient A un anneau et I C J deuzr idéaux de A tels que /I C J. Alors le radical

de I est Uintersection de tous les idéauz premiers I Cp C J.

Démonstration. Cela découle de la proposition précédente puisque la projection canonique A — A/I
induit une bijection entre les idéaux de A contenant I inclus dans J et les idéaux de A/I inclus dans J/I,
le caractére premier des idéaux étant conservé. On conclut en remarquant que I est envoyé sur 0 dans
A/I et \/T est envoyé sur Nil(J/I) dans A/I (I'hypothése /T C J étant ici cruciale). O

B.4 Sur la cléture intégrale.

Proposition B.4.0.1. Soient A un anneau et K son corps de fractions. Soient L/K une extension de

corps et B la cloture intégrale de A dans L.

(i) Supposons que A est noethérien, intégralement clos (dans K ) et que L/ K est finie et séparable.
Alors B est un A-module de type fini.

(ii) Supposons de plus A principal. Alors B est libre de rang [L : K].
Démonstration. (i) Commencgons par prouver le lemme suivant :
Lemme B.4.0.2. L’application :

®:L — L*=Hom(L,K)
T o ¢pry€ L— Trpg(ay) € K

est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons par I'absurde que la fonction Try g soit identiquement nulle. Alors comme
L/K est séparable, on a d’aprés un résultat classique de théorie des nombres prouvé dans [10] (voir
proposition 5.14) :

TI‘L/K = Z oc=0
c€X(L/K)
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ot X(L/K) est 'ensemble des K-plongements sur L i.e. des automorphismes de K-algébres définis sur L
(4 valeurs dans K, une cloture algébrique de K).

Or, les éléments de X(L/K) forment une famille libre sur K. En effet, si oy, -+ ,0, sont n K-
plongements distincts de L, alors ils forment une famille libre sur K. Montrons-le par récurrence sur
n. Sin = 1 alors c’est trivial car un morphisme de corps est injectif donc non nul. Sinon, on écrit et

Siei Aioy = 0 pour Aq,---, A\, € K. On a alors pour tous z,y € L :
D Xioi(x) — on(@)oly) = > Nioi(wy) —on(z) Y Nioi(y) =0
i=1 i=1 i=1

Donc pour tout z € L, 207" Xi(04(x) — o (2))o; = 0 et donc \;(o4(x) — 0,(2)) = 0 par hypothése de
récurrence donce \; = 0 puisque o, est distinct des o; pour tout ¢ € {1,--- ,n—1}. On en déduit A\ o, = 0,
puis A, = 0 puisque o, # 0. Ceci termine la récurrence.

Ainsi, I'égalité Try x = Y ,exmr k)0 = 0 est impossible car elle contredit la liberté des éléments
de X(L/K). Donc on dispose de z € L tel que Tr x(z) # 0. Donc si z € L\ {0} alors ¢, (£) =

xr
Trr/x (xi) # 0. Donc @ est injective donc bijective par égalité des dimensions. O

Fixons B := (e, - ,e,) une K-base de L. L/K étant algébrique, quitte & multiplier tous les éléments
de B par un certain élément non nul de A, on peut les supposer tous entiers sur A, d’aprés le lemme qui

suit :
Lemme B.4.0.3. Soit x € L algébrique sur K. Alors il existe c € A\ {0} tel que cx € B.
Démonstration. Comme x est algébrique sur K, on peut écrire E?:o Aizt = 0 avec A, -+ ,A\g € K et

Ad # 0. Quitte & diviser par Ay, on peut supposer Ay = 1. Comme K est le corps des fractions de A,

on peut écrire \; = ¢ avec (a;,b;) € A x A\ {0} pour tout i € {1,---,d — 1}. Mais alors, en posant

c:= Hf;ol b; et en multipliant I’équation par ¢¢, con obtient :
d—1
d d—1—i d—i ;
(ex)®+ Y abi™ " J[ () =0
i=0 0<j#i<d—1
donc cx est entier sur A donc cx € B. O

Le lemme B.4.0.2 assure l'existence de fi1,--- , f, € L tels que :
Vl S i,j S n, TrL/K(eifj) = 67;’j (*)

Il suffit de prendre f; := ®~(e}) pour tout i € {1,---,n}. Le lemme B.4.0.3 assure que pour tout
ie{l,---,n}, il existe ¢; € A\ {0} tel que ¢; f; soit entier sur A. En posant ¢ := [];—; ¢;, on obtient que
les ¢f; sont entiers sur A, la cloture intégrale de A dans L étant un sous-anneau de L (d’aprés le lemme
B.4.0.3).

Soit z € B. Alors d’aprés le lemme B.4.0.3, les cxf;, puis les Trp, /i (cxfi) = 3 sexn/x) o(cafi) sont

entiers sur A. En outre en écrivant z = i, A\je; avec Ay, -+, A, € K, on obtient par (x) :
Vie{l,---,n}, Trp g(cxfi)=ch

Comme les c); sont entiers sur A et dans K et que A est intégralement clos (dans son corps de fractions
K), on a c)\; € A pour tout i € {1,--- ,n}. Nous venons donc de montrer que B C S 1| Ac™le;.

On conclut avec le lemme classique de théorie des modules qui suit.

Lemme B.4.0.4. Un sous-module d’un module de type fini sur un anneau noethérien A est de type fini.
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Démonstration. Soit M un A-module de type fini. Considérons (mq, - ,m,) une famille génératrice de

M et le morphisme surjectif de A-modules :

n
filar, - an) EA”»—>Zaimi eM
i=1

Comme f est surjectif, la propriété universelle du quotient assure qu’il induit un isomorphisme entre
A" /ker(f) et M. Donc M ~ A" /ker(f) et tout sous-module N de M est isomorphe a P/ker(f) ou P
est un sous-A-module de A™. Comme un quotient d’'un module de type fini est de type-fini, il suffit de
montrer que P est de type fini. On le prouve par récurrence sur n.

Sin =1 alors P est un idéal de A donc il est de type fini comme A-module car A est noethérien.

Soit n > 2. Supposons le résultat au rang n — 1. Soit P un sous-A-module de A™. Considérons le
sous-module de A™ : M; := {(a,0, -+ ,0)|a € A} et posons Py := PN M. Alors d’aprés le cas n =1, P;
est de type fini donc on dispose de z1,--- ,x, € P; engendrant P; comme A-module. Soit la projection
canonique 7 : A" — A"/M;. Comme A" /M; ~ A"~! 7(P) = P/P; est de type fini par hypothése de
récurrence donc on dispose de y1,- -+ ,yq € P tels que w(y1), - -, m(y4) engendrent 7(P) comme A module.
Size P, w(x) =1, a;m(y;) pour ar,--- ,aq € A. On a donc z — S°7_; a;y; € ker(m) NP = P; et donc
z=>"1  ay = Z?:l bjx; pour by, --- ,b, € A. Nous venons donc de montrer que (1, ,Zp, Y1, ,Yq)

est génératrice de P, donc que P est de type fini. D’ou l'itération et le résultat. O

(ii) Comme A est principal, A est en particulier factoriel donc A est intégralement clos par (ii). A est
de plus noethérien donc B, la cloture intégrale de A dans L est un A-module de type fini par (i). B est sans
torsion comme sous-anneau de L qui est sans torsion (car c¢’est un corps). Donc B est libre. Si (e1, -+, e,)
est une K-base de L alors comme L/K est algébrique, le point (i) du lemme B.4.0.3 assure 'existence de
¢; € A\{0} tel que c;e; € B pour tout i € {1,--- ,n}. Mais alors (c;e;)1<i<n est A-libre sur B car K-libre
et donc B est de rang > n = [L : K|. De plus, si (b, ,bm) est une A-base de B et si > ;" A\;jb; =0

pour Ay, -+, A, € K, on a, en prenant ¢, un dénominateur commun des A;, Y ;- cA;b; = 0 avec c\; € A
pour tout i € {1,---,m} donc cA; = 0, puis A; = 0 pour tout ¢ € {1,--- ,m}. Donc (b, - ,b,,) est
K-libre et m < [L : K]. Donc B est de rang [L : KJ. O

B.5 Sur les anneaux de Dedekind.

Définition B.5.0.1. Un anneau A est de Dedekind s’il est (intégre, commutatif, unitaire), noethérien,

intégralement clos et que tout idéal premier non nul de A est mazximal.
Proposition B.5.0.2. Un anneau principal est de Dedekind.

Démonstration. Soit A un anneau principal. Alors il est trivialement noethérien. Il est de plus factoriel.
Soit K le corps de fractions de A et soit # € K entier sur A. Alors on dispose de d € IN* et

ag, -+ ,aq—1 € A tels que :

Comme A est factoriel, on peut écrire x = % avec p € A et ¢ € A\ {0} premiers entre eux. On a alors :

d—1 d—1
pl=— Zaipiqd—i _ _qzaipiqd—l—i
i=0 i=0

de sorte que g|p?. Comme p et ¢ sont premiers entre eux, g est inversible dans A et x € A. Ainsi, A est
intégralement clos.
Soit p un idéal premier non nul de A. Alors p = (7) pour un certain irréductible 7 € A. Si x € A\ p,

considérons l'idéal p + (z) = (7) + (x). Alors il est principal donc on dispose de y € A\ {0} tel que
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(m) + (x) = (y). Mais alors y|z et y|r. Mais x € A\ p donc 7 fr donc 7 et x sont premiers entre eux, et

par suite, z € A*. Ainsi, p + (x) = A, ce qui montre la maximalité de p et termine la preuve. O

Proposition B.5.0.3. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions L/K une extension

finie séparable et B est la cloture intégrale de A dans L. Alors B est un anneau de Dedekind.

Démonstration. 1l s’agit de prouver que B est noethérien, intégralement clos et que tout idéal premier
non nul de B est maximal.

Le fait que B soit intégralement clos est une conséquence immeédiate de la proposition B.4.0.1. Puis,
tout idéal de B est un sous-A-module de B sur un anneau noethérien (’anneau A) donc est de type fini
d’aprés le lemme B.4.0.4. B est donc noethérien.

Enfin, soit ¥ un idéal premier non nul de B. Alors p := P N A est un idéal premier de A. Il est de
plus non nul car si x € P\ {0}, le lemme B.4.0.2 assure que cx € A pour un certain ¢ € A\ {0}, de sorte
que cz soit un élément non nul de p. Donc p est maximal puisque A est de Dedekind.

B étant entier sur A, on obtient que B/ est algébrique sur A/p (en réduisant modulo P les équations
polynomiales unitaires & coefficients dans A satisfaites par les éléments de B).

Soit donc z € B/} non nul. Alors x est algébrique sur A/p, de sorte que A/p[x] C B/ soit un corps
(isomorphe a A/p[X]/(w), m étant le polyndome minimal de x sur A/p). En particulier, = est inversible
dans A/p[z] donc dans B/B. Ainsi, B/B est un corps et P est maximal. O

Théoréme B.5.0.4 (Van Der-Waerden). Soit A un anneau de Dedekind. Alors :
(1) L’ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de A est un groupe pour la multiplication.

(ii) Tout idéal de A admet une décomposition en produit de facteurs premiers et cette décomposition

est essentiellement unique (& l'ordre des facteurs prés).

Démonstration. (1) Etape 1 : Montrons que si I est un idéal non nul de A alors il existe un produit
d’idéaux premiers non nuls inclus dans a.

Supposons par ’absurde que ce ne soit pas le cas. Alors le lemme de Zorn assure ’existence d’un idéal
I qui ne contient aucun produit d’idéaux premiers non-nul de A et qui est maximal pour cette propriété.
Alors I n’est bien-siir pas premier. Ainsi, on dispose de a,b € A tels que ab € I mais ni ¢ ni b ne soient
dans I. Posons J := T+ aA et J :=1+bA. Alors JJ' C I (car ab € I) et I C J,J'. Par maximalité de
I, J et J’ contiennent chacun un produit d’idéaux premiers non-nuls donc I aussi. C’est absurde!

Etape 2 : Montrons que tout idéal premier non-nul de A est inversible (pour le produit des idéaux
fractionnaires).

Soient p un idéal premier non-nul de A et :
p~li= {2 e Klzp C A}

On voit que p~! est un idéal fractionnaire de A dans K (il est stable par somme, par multiplication par
A et vérifie cp~! C A pour tout ¢ € p) et qu’il contient A. En outre, p C pp~! C A. Mais p est premier
donc maximal (car A est de Dedekind) et pp~! est un idéal de A (comme idéal fractionnaire de A inclus
dans A) donc pp~! =p ou pp~! = A.

Supposons par I'absurde que pp~! = p. Alors p~! stabilise p qui est un A-module de type fini (A
étant noethérien) et la proposition 1.1.1.7 assure que p~! est entier sur A donc inclus dans A car A est
intégralement clos.

Il s’agit donc de montrer que A C p~1. Soit a € p\ {0}. Alors I'étape 1 assure Pexistence d’idéaux
premiers non nuls de A : pq,---,p, tels que [[i—; p; C aA. Supposons r minimal pour cette propriété.
Comme aA C p et que p est premier, I'un des p; est contenu dans p. Quitte & changer l'ordre des facteurs,
on peut supposer qu’il s’agit de py. Alors p = p; par maximalité de p; (A étant de Dedekind). Mais alors
[Ti=2 s & aA car r est minimal et donc on dispose de b € [];—y pi \ aA. Mais alors bp € [];—; pi C aA
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donc ba='p € A et ba~! € p~!. Mais ba=! ¢ A car b € aA. Ceci conclut I'étape 2 en montrant que
ppt = A
Etape 3 : Montrons que tout idéal non nul I de A est inversible (dans I’ensemble des idéaux frac-

tionnaires) et son inverse est donné par :
I™":={z € K|zl C A}

Supposons qu’il existe un idéal non nul I de A qui ne soit pas inversible et prenons I maximal pour
cette propriété (comme le lemme de Zorn le permet). Alors I est contenu dans un idéal maximal de A :
p.

En outre, A C p~' et I C pdonc I C Ip~' C A. Mais Ip~' # I car sinon p~! stabiliserait un
A-module de type fini donc serait entier sur A donc inclus dans A, ce qui est exclus comme nous ’avons
vu & létape 2. Ainsi, I C Ip~! donc Ip~* est inversible par maximalité de I. Notons a son inverse. Alors
p~la est un inverse de I. Absurde!

Ainsi, tout idéal non-nul I de A admet un inverse fractionnaire. Soit J un inverse de I. Alors JI = A
donc tout = € J vérifie zI € A, de sorte que J C I~!. Réciproquement, si z € I~! alors I C A donc
xIJ C J donc A C J puis x € J. Ainsi, J = I~ L.

Conclusion : Si a est un idéal fractionnaire non-nul de A dans K alors a = ¢~ 'I pour un certain
c € A\ {0} et pour un certain idéal non nul I de A. Ainsi, acI = = A et donc a est inversible d’inverse
cI~'. Ceci prouve que I'ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de A forme un groupe pour la

multiplication.

Remarque B.5.0.5. On voit que ¢c/~! = a~! := {z € K|za C A}. En effet, pour tout € K, on a :
raCAe=ac ' ICAe= el el ' =azeccl!

(ii) Existence : On suppose par absurde qu'il existe un idéal premier non nul I de A qui ne soit
pas produit d’idéaux premiers non nuls de A. Prenons I maximal pour cette propriété. Alors il existe un
idéal maximal p de A contenant I. On a alors I C Ip~! (comme nous I'avons vu dans la preuve du (i))
puisque I # p. En outre, Ip~' C A car I # p. Donc Ip~! est produit d’idéaux premiers par maximalité
de I, puis I est produit d’idéaux premiers. C’est absurde!

Unicité : Soient py, - ,pr,q1, -+, qs des idéaux premiers non nuls de A tels que :

Hpi = H q;
i=1 j=1

Alors p1 D [];-1 q; donc par primalité de py, q; C p1 pour un certain j € {1,---,s} et donc q; = p;
par maximalité de q; (A étant de Dedekind). Ainsi, en multipliant par pfl, en en appliquant le méme
raisonnement & P, puis p3 etc..., on montre par récurrence que r > s et que les p; sont dans le produit
H;:l q;. Par symétrie, s > r et les q; sont dans le produit [];_; p;. Ainsi, r = s et les facteurs premiers

sont les mémes. D’ou 'unicité. O

B.6 Sur le localisé d’un anneau de Dedekind.

Soient A un anneau, K son corps de fractions et p un idéal premier non nul de A. Alors A \ p est

stable par multiplication (par primalité de p) et ne contient pas 0, ce qui assure que :
Ap = (A\p)~1A = {9 |z€Aetac A\p}
s

est un sous-anneau de K (contenant A). On V'appelle l'anneau localisé de A en p. Il porte effectivement

bien son nom :
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Proposition B.6.0.1. A, est un anneau local, c’est a dire qu’il contient un unique idéal maximal qui
s’écrit :

mp:(A\m*p={§aepdseA\p}
Démonstration. Remarquons que I'ensemble des inversibles de A, est le complémentaire de m,. En effet,
% avec a,b € Aet s,t € A\p
donc ab=1ts € A\ p donca € A\ p (car sinon ts € p) ie x & m,. Réciproquement, si x € A, \ m, alors
z:=%aveca,s € A\petz2 =1doncxe Ay,

siz € Ay alors zy = 1 pour un certain y € A, et on écrit alors z := ¢, y :=

Il s’ensuit que tout idéal de A, est inclus dans m, ou contient un inversible de A, donc est A, tout
entier. Donc m, est un idéal maximal de A,.
Si m est un (autre) idéal maximal de A,, on a donc m C m, (puisque m # A,) et donc m = m, par

maximalité de m. D’ou 'unicité. O

Proposition B.6.0.2. Si A est un anneau de Dedekind et si p est un idéal premier non nul de A, alors
A, est de Dedekind.

Démonstration. Soit © € K = Frac(A) entier sur A,. Alors en multipliant une équation polynomiale
unitaire & coefficients dans A, vérifiée par x, par la bonne quantité, on obtient que sx est entier sur A
pour un certain s € A\ p. Donc sz € A car A est intégralement clos. Dot x € (A\ p) 1A= A,. A, est

donc intégralement clos.

Lemme B.6.0.3. Etant donné un idéal I' de Ay, on a :
I'=(A\p)"'(I'n 4)

Démonstration. Soit x € I'. Alors x = % avec (a,5) € Ax A\ p donc sz =a € Aet sx € I' (car I’ est
un idéal de Ay). Donc sz € I' N A, puis z € (A\ p)~ 1 (I' N A).

Réciproquement, si z € (A\ p)~'(I' N A) alors © = ¢ avec (a,s) € I'N A x A\ p donc z = La avec
a€l' donczel. O

Le lemme ci-dessus assure que tout idéal I’ de A, s’écrit I’ = (A \ p)~*(I' N A), avec I’ N A idéal de
A, donc de type fini comme A-module (car A est noethérien). Ainsi, A, est noethérien.

Enfin, si q est un idéal premier non nul de Ay, alors ¢ N A est premier non nul dans A donc maximal
et tout idéal I’ de A, tel que q C I’ vérifie qN A C I'NAdonc I'NA = qN A ou A, de sorte
que I’ = (A\p)~*(I' N A) = q ou A,. Ainsi, q est maximal. Ceci achéve de montrer que A, est de
Dedekind. O

Proposition B.6.0.4. Si A est de Dedekind et admet un nombre fini d’idéaux premiers, alors A est

principal.
Démonstration. On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme B.6.0.5. SiI et J sont des idéaux de A tels que I+J = A alors I +.J% = A pour tous o, B € IN

(avec la convention I° = J% = A).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur « + § € IN. On connait le résultat pour o + 5 < 2.

Soit N > 3. Suppposons le résultat vrai pour tous a, 5 € IN tels que a4+ < N — 1. Soient o, € IN
tels que a + B = N. Sia=0ou B =0, il est clair que I* + J? = A. Sinon, ’hypothése de récurrence
donne que I®~! 4 J#~! = A. En multipliant ceci par I + J, on obtient :

I+ 1P g1 4 JP = A (»)
Or, en multipliant I + J = A par I®~! et par J?~!, on obtient :
1“4 Jgret =1t et [JN 4 g = gft
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Ainsi, JI®"! =107t 4 [* et IJP~1 = JB~1 4 JB de sorte que par somme :
JIh gttt =ty g L A+ TP = A

En substituant dans (), il vient que I* + J% = A. D’ot I'itération et le résultat. O

Soit {p1,---,pr} U'ensemble des idéaux premiers de A. Soit I un idéal de A que 'on peut décomposer

de fagon unique en produit de p; (d’aprés le point (ii) du théoréme B.5.0.4) :

I=]]w
i=1

On sait qu’alors p? # p; pour tout i € {1,---,7} (car sinon on obtientdrait p; = A en multipliant par
p;l). On dispose donc de z; € p; \p? pour tout i € {1,---,r}. Les idéaux premiers de A étant maximaux,
a;+1

on sait que p; +p; = A pour tous 1 < i # j < r, de sorte que pf"'“ +p; = A pour tous 1 <i#j<r,

d’aprés le lemme ci-dessus. Le théoréme des restes chinois s’applique alors et fournit y € A tel que :

Vie{l,---,r}, y=ax mod poitl

?

Factorisons yA en produit d’idéaux premiers :

yA = Hpii
i=1

Soit ¢ € {1,---,r}. Alors y = 0 mod pfl donc fB; < a; + 1 car 2% ¢ p*™ vu que z; ¢ p?. Mais

7

y =0 mod pi* donc yA C p;*, de sorte que 5; > «; d’aprés la proposition 2.5.1.5. Ainsi :

ya= e 1
=1

Donc A est principal.
O

Corollaire B.6.0.6. Si A est de Dedekind et si p est un idéal premier non nul de A alors A, est un

anneau de valuation discréte.

Démonstration. Ceci découle directement des trois propositions qui précédent. O

B.7 Idéaux premiers et extensions d’anneaux de Dedekind.

B.7.1 Cas Général.

On fixe A un anneau, K son corps de fractions, B un anneau contenant A et p un idéal premier de
A. En considérant 'ensemble multiplicatif A \ p, on notera A, := (A\ p)~'A4 la localisation de A en p et
B, :=(A\p)~'B.

Définition B.7.1.1. On dira qu’un idéal premier B3 de B est au-dessus de p lorsque p =P N A et on

notera alors Plp.

Proposition B.7.1.2. Soient B un anneau entier sur A et P un idéal premier de B au-dessus de p.

Alors p est mazimal si et seulement si B est maximal.

Démonstration. = Supposons p maximal. B étant entier sur A, on obtient que B/B est algébrique sur
A/p (en réduisant modulo 9 les équations polynomiales unitaires a coefficients dans A satisfaites par les

éléments de B).
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Soit donc z € B/ non nul. Alors x est algébrique sur A/p, de sorte que A/p[z] C B/P soit un corps
(isomorphe a A/p[X]/(x), = étant le polyndme minimal de = sur A/p). En particulier, = est inversible
dans A/p[z] donc dans B/B. Ainsi, B/P est un corps et P est maximal.

<= Supposons P maximal. Alors B/P est un corps entier sur A/p. Si par 'absurde A/p n’était pas
un corps alors on disposerait d’un idéal maximal (donc premier) m de A/p et la proposition précédente
assurerait ’existence de 91, idéal premier de B/ au-dessus de m. Le sens = assure la maximalité de
M. Mais m C M et m £ {0} donc M # {0} done, B/P étant un corps, M = B/Pet m =MNA/p = A/p,

ce qui est exclus. Ainsi, A/p est un corps et p est maximal. O

Proposition B.7.1.3. Supposons A intégralement clos (dans son corps de fractions K) et L/K finie et
galoisienne de groupe de Galois G. Soient B et Q des idéaux premiers de B (la cloture intégrale de A
dans L) au-dessus de p (idéal premier de A). Alors il existe o € G tel que Q = o(P).

Démonstration. Quitte a localiser en p (ce qui est possible car G stabilise A\p C A C K), on peut supposer
p maximal. Supposons par 'absurde 9 # () pour tout o € G. Commengons par remarquer que P et
9 sont maximaux (d’apres la proposition B.7.1.2) et que pour tout o € G, o(*F) est maximal. Ainsi, pour
tout o € G, Q C Q+ o(P) donc Q + o(P) = B par maximalité de Q et de méme o(P) + 7(P) = B dés
que o(P) # 7(P) (pour 0,7 € G). Le théoréme des restes Chinois s’applique alors et assure l'existence
de z € B tel que :

r=0modQ et VYoe G, z=1modo(P) (%)

x est entier sur A et il en est de méme de o(z) pour tout o € G donc Ny k(z) = [[,cqo(x) € B. Or,
on sait que Ny /g (z) € K et que A est intégralement clos (dans K), donc Ny g (z) € A. Mais z divise
N k(x) dans B et x € Q par (x) donc Ny g (x) € Q. Ainsi, Np /g (r) € ANQ = p. Comme p C ‘P et
que P est premier, il existe donc o € G tel que o(z) € P.

Or, (%) assure que x ¢ o(P) pour tout o € G donc o(z) € P pour tout o € G. C’est absurde! O

Corollaire B.7.1.4. Si L/K est finie et séparable alors il existe un nombre fini d’idéaux premiers de L

au-dessus de p.

Démonstration. L/K étant finie et séparable, le théoréme de 1’élément primitif (théoréme 5.4.6. de [7])
assure existence de o € L tel que L = K[a]. a est alors algébrique sur K et on peut considérer M le
sous-corps d’une cloture algébrique de K engendré (sur K) par tous les K-conjugués de o. M est une
extension galoisienne finie de K qui contient L. Notons C' la cloture intégrale de B dans M.

Si P et Po sont deux idéaux premiers distincts de B au-dessus de p et si Qi et Qs sont des idéaux
premiers de C' respectivement au-dessus de P et Po alors Q1 N A =Py # QN A =5 donc Qg et Qo
sont distincts. Ils sont de plus au-dessus de p. Ainsi, 'ensemble des idéaux premiers de B au-dessus de p
s’injecte dans ’ensemble des idéaux de C' au-dessus de p. Or, cet ensemble est fini majoré par [M : K] car
le groupe de Galois de M /K permute transitivement les idéaux de C' au-dessus de p d’aprés la proposition

précédente. O

B.7.2 Cas des anneaux de Dedekind.

On fixe A un anneau, K son corps de fractions, B un anneau contenant A et p un idéal premier de
A. En considérant I'ensemble multiplicatif A\ p, on notera A, := (A\ p) ' A la localisation de A en p et
By :=(A\p)'B.

Définition B.7.2.1. On dira qu’un idéal premier 3 de B est au-dessus de p lorsque p =B N A et on

notera alors Plp.

On fixe dans la suite de ce paragraphe un anneau de Dedekind A, p un idéal premier non nul de A,
K le corps de fractions de A, une extension finie et séparable L/K et B la cloture intégrale de A dans L.

On sait qu’alors B est de Dedekind (par la proposition B.5.0.3).
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pB, l'idéal de B engendré par p admet une décomposition (unique) en produit d’idéaux premiers :

.
pB = [[%¢
i=1
avec B, -+, P, distincts deux a deux et e1,--- , e, € IN*.
Les ; sont tous les idéaux premiers de B contenant pB (donc p). On a donc pour tout ¢ € {1,--- ,r},

p CP; N A avec p maximal donc P, N A = p ie. P;|p. Ainsi :

Proposition B.7.2.2. Les idéaux premiers intervenant dans la décomposition de pB sont les idéaux

premiers de B au-dessus de p.

Pour tout ¢ € {1,---,r}, l'indice e; est appelé indice de ramification de p en P; et noté e(P;/p)
ou ey, . Bien-str, cette dénomination s’étend aux idéaux premiers de B qui ne sont pas au-dessus de p,
auquel cas l'indice de ramification est nul.

On sait par ailleurs que pour tout 3|p, B/P est une extension du corps A/p (p et P étant maximaux).

On note :

FOB/p) = fop = [B/PB: A/p]
quantité que 'on appelle degré d’inertie de B/ sur A/p.

Définition B.7.2.3. Pour tout Blp, on définit la norme de P par :

Np () = p/F/0

On étend cette formule & tous les idéauz fractionnaires non nuls de B par multiplicativité (sachant qu’ils

se décomposent de fagon unique en produit d’idéaur premiers).

Proposition B.7.2.4. Soit A un anneau de Dedekind, K son corps de factions, M/L/K wune tour
d’extensions finies séparables B la cloture intégrale de A dans L et C' la cloture intégrale de B dans M.

Alors si p,B et Q sont des idéaux premiers non-nuls respectifs de A, B et C tels que QP et Plp alors :

e(Q/p) = e(Q/R)e(B/p) et [(Q/p) = F(Q/B)F(B/p)

Démonstration. Dans (i), la multiplicativité des degrés d’inertie est une conséquence du théoréme de la

base téléscopique. On prouve donc la multiplicativité des indices de ramicication. On sait que :

pC=pBC =[] DUALIVA ol [T c)r»

P’ [p P’ lp
e(P'/p)
= H H 0@ /%) — H H 0@ /R )e(F /p) (%)
Plp \ QB PBlp QB

Or, si par absurde ' est un idéal premier non nul de C' au-dessus de ‘B; et P, idéaux premiers non
nuls distincts de B, alors Q' contient P + Py = A (P et Po étant maximaux car B est de Dedekind)
donc 1, donc C, ce qui est exclus. Ainsi, les idéaux premiers intervenant dans (x) sont tous distincts et

on a donc bien :

e(Q/p) = e(Q/F)e(B/p)
O

Théoréme B.7.2.5. Si A est de Dedekind, que L/K est finie et séparable et si p est un idéal premier

non nul de A alors :

[L : K] = Zegpf‘p
Blp
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Démonstration. Posons Sy := A\ p et By := Sng et my == Sglp, I'unique idéal premier de A, = S, A.
Si la décomposition de pB s’écrit pB = [y, B* alors celle de my By, dans By, (qui reste un anneau de
Dedekind d’apreés la proposition B.5.0.3) s’écrit :

m, B, = HS;lmew
PBlp

les idéaux S, I restant maximaux, de méme que P et deux a daux distincts (car d’intersection avec B
deux & deux distincts). Donc les indices de ramification sont invariants par localisation. Montrons que

c’est aussi le cas des degrés d’inertie. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme B.7.2.6. (i) Ay/my et A/p sont isomorphes (en tant qu’anneauz).

(ii) Si*R est un idéal premier de B au-dessus de p, alors B,/ Sy "B et B/ sont isomorphes (en tant

qu’anneaux).

Démonstration. (i) On a un morphisme naturel ¢ : A — A, /m, induit par I'inclusion de A dans A,. ¢
est surjectif. En effet, p est maximal donc si s € S, alors p + sA = A et donc pour tout a € A, il existe
be Atel quea—sbepie ¢ —bep. Ceci montre la surjectivité de .

En outre, ker(¢) = p. En effet, I'inclusion D est triviale et réciproquement si z € A vérifie p(z) = 0

alors x € my, donc x = %

avec a € p et s € S, donc sz € p avec s € A\ p et donc & € p par primalité de
p. ¢ induit donc un isomorphisme entre A/p et A,/m,.

(ii) se prouve de la méme maniére. O

Ainsi, quitte & localiser en p, on peut supposer que A est un anneau de valuation discréte. Ainsi, A est
principal donc le point (ii) de la proposition B.4.0.1 assure que B est un A-module libre de rang [L : K].

Le lemme suivant assure alors que B/pB est un A/p-espace vectoriel de dimension [L : K].

Lemme B.7.2.7. Si A est un anneau de valuation discréte d’unique idéal premier p et si M est un

A-module libre de rang n alors M /pM est un A/p-espace vectoriel de dimension n.

Démonstration. Considérons donc (eq,- - ,e,) une A-base de M et (e7,---,€,) sa réduite modulo pM.
Alors elle engendre trivialement M /pM (en tant que A/p-espace vectoriel).
Soient A1,---, A, € A vérifient Y i, Ai€; = 0 (les \; étant les réduites modulo p des );). Alors

Siei Aie; € pM. Mais p = mA pour une certaine uniformisante 7 donc on dispose de x € M tel que :

n
E )\1'62' =TT
i=1

Ecrivons x = >7i"; pe; dans la A-base (e1,--- ,e,). Alors :

n

Z()\Z — W/Li)ei =0

i=1
donc \; = mp; € p de sorte que \; = 0, pour tout i € {1,--- ,n} par liberté sur A des e;. Donc (e, , &)
est une A/p-base de M/pM, ce qui conclut. O
On dispose d’un morphisme :
Y:B— [ B/%B™

Blp

donné par la réduction modulo P* pour tout P|p. Comme les P(p sont maximaux, le théoréme des

restes chinois et le lemme B.6.0.5 assure que % est surjective. En outre, on a :

ker(y) = [ B>
PBlp
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Mais on a clairement pB = [[q, B¥ C () PB* et réciproquement pour tout Qlp, Nygp BF C Q%2
donc ordg (ﬂ;mp ‘ﬁeq&) > eq, ce qui prouve que [y, B* C pB, d’apres la proposition 2.5.1.5. Ainsi,
ker(y)) = pB et ¢ induit un isomorphisme d’anneaux entre B/pB et [[q, B/PB*.

Cet isomorphisme est A/p-linéaire, donc on obtient en passant aux dimensions :

[L:K]=[B/pB: Afp] =Y [B/B : Afp] (»)
PBlp

Il reste donc & calculer les dimensions [B/9B* : A/p] pour tout B|p. Fixons PB|p. Pour tout j € IN*,
on dispose d'un morphisme surjectif A/p-linéaire B//*! —— B/ donné par la réduction modulo B’

dont le noyau est P? /P71 1l s’ensuit par le théoréme du rang que :
(BB Afp] = [B/F - Afp] + [B7 /P A/p] - ()

Mais A est un anneau de valuation discréte dont p est 'unique idéal maximal et tout idéal premier non-nul
de B est donc au-dessus de p. Comme L/K est séparable, B n’admet donc qu’un nombre fini d’idéaux
premiers d’aprés le corollaire B.7.1.4. Comme B est de Dedekind, le proposition B.6.0.4 assure donc
que B est principal. Ainsi, 8 admet un générateur II. La multiplication par II7 induit un isomorphisme
A/p-lindaire B/ — P’ /PI+L, qui nous donne :

[B7 /B Afp) = [B/B : A/p] = fp
Ainsi, par (x+), [B/Bi*+1: A/p] = [B/9’ : A/p] + fo. On obtient donc par récurrence que :
[B/B* : Afp] = exp fp
et ce pour tout P|p. Par (%), on conclut que :

[L: K] = eqpfyp
Blp

B.8 Produit tensoriel d’algébres.

On commence par vérifier qu'un produit tensoriel d’algébres est une algébre.

Proposition B.8.0.1. Soient R un anneau et A et B des R-algébres. Alors A ®g B peut étre munie

d’une structure de R-algébre telle que :
Va,a' € A, bt/ € B, (a®b)(a’ ®@b) = (aa’)® (bb')
Démonstration. Soient a € A et b € B. Considérons :
Gap:(a' V)€ AXBr— (ad)® (bb') € A®r B

Alors ¢, est R-bilinéaire donc par propriété universelle du produit tensoriel elle se factorise en une

application R-linéaire mqp: A ®@r B — A ®p B telle que :
Va' € A, b € B, mgp(d @b) = dgp(a’,b) = (ad") @ (bV)

Mais (a,b) € Ax B — mq, € Endr(A ®pg B) est R-bilinéaire donc elle se factorise en M : AQr B —
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Endgr(A ®g B) telle que :
Vac A, be B, M(a®b)=mgy

On a donc :
Va,a' € A, b'be B, M(a®b)(d @b')=mgp(a @b") = (aa’) x (bb') (*)
Ainsi :
(z,y) € (A®r B) x (A®gr B) — M(z)(y) € A®Qr B
est une l'application R-bilinéaire voulue qui définit bien un produit sur A ® g B par (*). O]
Lemme B.8.0.2. Soient K un corps, A une K-algébre et a un élément algébrique sur K(Xq,--- ,X,).

alors K[X1,-- , X,][a] ®k A est isomorphe (en tant que K-algébre) o A[Xy, -+, X,][a].

Démonstration. Considérons :
¢ (x,\) € K[ Xy, -, Xplla] @ A— Ax € A[Xq, -+, Xu][a]

C’est une application K-bilinéaire qui se factorise par propriété universelle du produit tensoriel en une
application K-linéaire ® : K[X1, -+, X,][a] ®x A — A[X1, -+, X,,] telle que :

V(z,\) € K[X1, -, Xp]le] @k A, Pz @A) =z (%)

Comme ¢ est un morphisme de K-algébres, il est aisé de vérifié que ® aussi.
® est de plus surjective puisque ¢ ()\ ® X{l x -Xfpo/) = )\Xi'1 - Xingf pour tous A € Aetiy, - ,in,i €
IN. En outre, en notant d le degré d’algébricité de a sur K(Xq, -, X,,),siy € K[Xy, -+, X,][a] @Kk A,

on peut écrire de fagon unique :

d—1

E E Ay e iy ®X{1 X:L” o'

= (i1, ,in) EN"

n
E <
j=1"%3€

Y

<

pour un certain e € IN et des coefficients aq, ... o, € K. Si de plus ®(y) = 0 alors :

0
D)

E ail’...’in®X{1---X;” a'=0
(i1, ,in) ENT

n .
E i<e
j=1"%3¢

donc par K (X1, -+, X,,)-liberté de (1, ,a?"1) et K-liberté des monomes de K[X1, -+, Xy, les an, ... a,

sont tous nuls. Ainsi ® est injective. C’est I'isomorphisme cherché. O

~
Il
=]

Lemme B.8.0.3. Soient K un corps algébriquement clos et L/K une extension de corps engendrée
par un nombre fini d’éléments sur K (L = K(y1, -+ ,Ym) pour y1,--- ,Yym € L). Alors L est soit une
extension algébrique de K, soit une extension finie d’un sous corps K(x1,--- ,x,) avec 1, -+ ,&n € L

algébriqguement indépendants (de sorte que K(x1, - ,xpn) ~ K(X1, -+, Xn)).

Démonstration. Soient y1,--+ ,ym € L tels que L = K(y1, -+ ,ym). Si tous les y; sont algébriques sur
K, alors L/K est algébrique. Sinon, on considére (y;)ic; avec I C {1,---,m} non vide, une sous-
famille de (y;)1<i<m algébriquement indépendante et maximale pour cette propriété. Alors pour tout
ie{l,---,m}\ I, y; est algébrique sur K((y;);er), par maximalité de I. Ainsi, L/K((y;) er) est une

extension algébrique. Ceci conclut. O
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Proposition B.8.0.4. Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, A une K-algébre

intégre et L une extension de K. Alors L @ A est une L-algébre intégre.

Démonstration. Soient z,y € L @k A tels que zy = 0. Ecrivons = Y7 \; @ a; et y = Z;"Zl ;i ® b,
avec A1, vy Ap, 1,0 s fbm € L et ay, -+ ,an, b1, by € A Alors E:= K(A1, -+, A\n, 1, -+, fhm) €st
une extension de K engendrée par un nombre fini d’éléments. Donc le lemme B.8.0.3 assure que E/K
est algébrique i.e. que F = K car K est algébriquement clos ou que F s’identifie & une extension finie de
K(Xi,---,X,). Dans le premier cas, on peut donc supposer z,y € A, ce qui donne immédiatement x = 0
ou y = 0 par intégrité de A. Placons nous donc dans le deuxiéme cas. Comme K est de caractéristique
nulle, K(Xy,---,X,) aussi. E/K(X,---,X,) est donc une extension finie de corps parfaits donc une
extension séparable (corollaire 5.6.12 de [7]) et le théoréme de ’élément primitif (théorémes 5.4.6 de [7])
assure que E = K (X1, ---,X,)[a] pour un certain o € E algébrique.

On peut alors voir z et y comme des éléments de K(X1, -+, X,)[a] ®x A, voire méme comme des
éléments de K[Xq,---,Xy][a] ®k A en les multipliant par leurs plus petits communs dénominateurs
dans K[X1,---,X,]. Or, le lemme B.8.0.2 assure que K[X1,---, X ][a] ®x A ~ A[X1, -, X ][o] et
A[Xq, -+, X,][c] est un sous-anneau de Frac(A)(X1, -+ , X,)[a], qui est un corps. Ainsi, A[X1,---, X ][a]

est intégre et ceci conclut (z =0 ou y = 0). O
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Annexe C

Nombres p-adiques (PSC).

La théorie des nombres p-adiques et de ses extensions est assez riche et ne sera donc pas abordée
en profondeur car ce n’est pas 'objet de ce rapport. Nous nous intéresserons surtout aux places finies
des corps de nombres. Le lecteur intéressé pourra se reporter a [14] pour une présentation détaillée de la

théorie.

C.1 Corps valués.

Définition C.1.0.1. Soit K un corps. On appelle valeur absolue ou norme sur K une application

|| : K — Ry telle que pour tous z,y € K :
(i) |z|=0«<=2z=0.
(i) [z -y| = [=[ly].
(iii) [z +y| < [z[ + |y|.

Un tel corps K est alors appelé corps valué. On dira que |.| est ultramétrique ou non-archimédienne si

de plus la condition suivante, qui implique (iii) est réalisée :
(iv) Vz,y € K, |z +y| < max(|z[,[y]).

Une norme non-ultramétrique sera dite archimédienne.
La valeur absolue donnée par |x| = 1 pour tout x € K \ {0} et [0] = 0 sera appelée valeur absolue

triviale.
Définition C.1.0.2. Soit K un corps. On appelle valuation sur K une application v : K — R U {o0}
telle que pour tous x,y € K :

(1) v(z) =00 <= 2 =0.

(i) v(z-y) = v(z) +v(y).

(iif) v(z +y) > min(v(y), o(y))-

(K,v) sera alors appelé corps valué.

v(K™*) est alors un sous-groupe de (R,+) qui est donc soit monogéne, soit dense dans R. Si v(K™*)

est monogéne on dira que v est discréte. Si de plus, v(K*) = Z on dira que v est normalisée.

Remarque C.1.0.3. Soit K un corps. Alors il est équivalent de se donner une valuation sur K et une

norme ultramétrique. En effet, si v est une valuation sur K, alors pour tout a > 1 :
r€Kr—av®

définit une norme ultramétrique sur K.
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Réciproquement, si |.| est une norme ultramétrique sur K alors pour tout b > 0 :
x € K — —blog|z|

définit une valuation sur K.

Noter que la topologie utlramétrique est assez différente de la topologie archimédienne usuelle, no-

tamment & cause du lemme suivant :

Lemme C.1.0.4. Soient x,y € K tels que v(x) # v(y). Alors :
v(z +y) = min(v(z), v(y))

Démonstration. Quitte a échanger les roles de z et de y (parfaitement symétriques), on peut supposer
que v(z) < v(y). On a alors :
v(z +y) 2 min(v(z),v(y)) = v(z)

Donc min(v(y),v(z + y)) > v(x). Mais :

v(z) =v((z +y) —y) = min(v(y), v(z +y))
Donc v(z) = min(v(y),v(z + y)). Or, v(y) > v(z) donc nécessairement v(x) = min(v(y),v(z + y)) =
v(x +y). Alnsi, v(z + y) = v(z) = min(v(z), v(y)). O

Exemple C.1.0.5. La valeur absolu usuelle définit une norme archimédienne sur Q. R est le complété

de Q pour cette norme.

Exemple C.1.0.6. Soit p un nombre premier. Alors la valuation p-adique sur Q définie sur Z par :
Vn € Z, wy(n):=sup{k € N|p*n}

s’¢tend & Q par la formule v, (2) = v,(n) — vp(m) pour tous n € Z et m € Z\ {0}. C’est une valuation

discréte normalisée sur ) donc on peut définir une norme ultramétrique sur Q par :

1

VreQ, |r,:=——
p p”p(r)

Le corps des nombres p-adiques Q,, est la complétion de @ pour la norme |.|,.

Dans la suite, nous nous intéresserons donc naturellement surtout aux corps munis de valuations

discrétes.

Proposition C.1.0.7. Soit (K,v) un corps valué.
(1) Alors A:={x € K |v(z) > 0} est un anneau local d’idéal mazimal m := {z € K | v(z) > 0}.

(i) Si de plus v est discrete alors A est un anneau de valuation discréte. Autrement dit, m est

principal. Tout générateur de m sera appelé une uniformisante.

(iii) Réciproguement, soient A un anneau de valuation discréte d’idéal mazimal m := (t) et K son

corps de fractions. Alors on définit une valuation discréte normalisée sur K par la formule :
Ve e A, wv(x):=sup{k € N|zecmF} =sup{k € N|tF|z}

étendue o K via v (i) =v(z) —v(y) pour tous v € A ety € A\ {0}.
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Démonstration. (i) 1,—1 € A car v(1) = v(1) + v(1) donc v(1) =0, puis 0 = v(1) = v(—1) + v(—1) donc
v(—1) = 0. Puis, si z,y € A alors :

v(zy) =v(@) +o(y) 20 et o(z+y) > min(v(z),v(y)) =0

Donc zy,x +y € A. A est donc bien un sous-anneau de K.

Sizemetye Aalors v(zy) =v(x) +v(y) > v(z) >0 donc zy € m et m est bien un idéal de A. De
plus, si z € m\ A alors v(z) = 0 donc x # 0 puis v(z~1) = v(1) —v(x) = —v(z) = 0 donc =1 € A. Ainsi,
A* =m\ A. Ceci prouve que tout idéal I C A contenant strictement m contient un inversible donc est
A tout entier, donc que m est maximal. On obtient en outre que si M est un (autre) idéal maximal de A
alors M C A donc M C m, puis M = m par maximalité. Ainsi, A est un anneau local.

(i) Si v est discréte on peut supposer v normalisée, quitte a la multiplier par un réel > 0. Soit donc
t € K tel que v(t) = 1. Alors t € m et pour tout z € m, v(xt~!) = v(z) — 1 >0 donc xt~! € A et t|z, ce
qui prouve que t engendre m. A est donc un anneau de valuation discréte.

(iii) est laissée au lecteur. Il suffit de vérifier que I’application définie dans I’énoncé de la proposition

est bien une valuation. O

Corollaire C.1.0.8. Soient (K,v) un corps valué A:={x € K |v(z) >0} et m:={z € K | v(z) > 0}.
Alors A/m est un corps appelé corps résiduel de K.

Proposition C.1.0.9. Si (K,v) est un corps valué alors l’anneau local A de K est intégralement clos.

Démonstration. Soit x € K entier sur A. Alors on peut écrire :

d—1
x4 + Z a;x' =0
i=0
avec ag, -+ ,aq—1 € A. Si par I'absurde z € A alors v(z) < 0, de sorte que v(z?) = dv(x) < v(a;)+iv(z) =

v(a;z*) pour tout i € {0,--- ,d — 1}, puis que :

d—1
'U(O) =v (fEd + Zai$i> = min(v(md),v(adflxd—l)’ o ,v(ao)) _ dv(x)
=0

d’apreés le lemme C.1.0.4. C’est absurde! Donc v(z) > 0 et z € A. O

C.2 Places finies sur un corps de nombre.

Dans ce paragraphe, on fixe K un corps de nombre et Ok son anneau d’entiers. Comme O est la
cloture intégrale de Z dans K, que Z est de Dedekind et que K/Q est finie et séparable, la proposition
B.5.0.3 assure que Ok est de Dedekind.

Soit p un nombre premier. Alors tout idéal premier ¥ de Ok au-dessus de p est en fait maximal.
(Ok )y, le localisé de Ok en *B est donc un anneau de valuation discréte dont K est le corps de fractions
(proposition B.6.0.2). Ainsi, on peut définir sur K une valuation vy selon la méthode du point (i7i) de la
proposition C.1.0.7. Elle est appelée valuation PB-adique. Puisque (O )y est un anneau local, pour cette

valuation, 'idéal maximal est nécessairement :

my = (O \'P) "B

et le corps résiduel vaut k := (Ok )qp/mp.

On peut définir une norme ||qg & partir de vy en posant :

Ve e K, |zlp:=a %@
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pour un certain réel a > 1. Par convention, la constante a définissant |.|qz est choisie de telle sorte que :

1

ply = —
Pl ,

Par multiplicativité, on obtient alors que |.| prolonge la norme p-adique sur Q, ce qui rend cette nor-

malisation assez intéressante. De plus, cette normalisation est compatible aux extensions de corps

Lemme C.2.0.1. Si L/K est une extension finie et si Q est un idéal premier de Of, au-dessus de B.

Alors |.|g et |.|q coincident sur K.

Démonstration. 11 suffit de vérifier la coincidence sur des uniformisantes. Soient s et ¢ respectivement des

uniformisantes en B et . Alors par factorisation dans un anneau de Dedekind :

pOg = H iB’e(m//P) et pOp = H Qle(Q//p)
PB'lp Q'|p

On a par définition :

vp(p) =e(PB/p) et va(p) =e(Q/p)

D’ou :
1

|S|‘43 = p1/6(513/p) et |t‘Q =

1
pi/e@/)

Mais ‘B = HQ"]) Qle(Q’/‘ﬁ) donc :

40, = mg = T QL
Q'lp

De sorte que :
va(s) = e(Q/P)

Puis que, par multiplicativité des indices de ramification (proposition B.7.2.4) :

1 1
it = camream = premm — o

e(Q
sla = Itig™"™ =

O

Remarque C.2.0.2. On se donne un idéal maximal ¥ de Z contenant p (qui existe d’aprés le lemme de
Zorn). Pour tout corps de nombres K, p := PN Ok est un idéal premier de Ok au-dessus de p qui induit
donc une norme ultramétrique |.|, sur K. Ainsi, avec la normalisation vue précédemment, on a défini
une norme ultramétrique sur tout corps de nombre compatible aux extensions finies donc une norme

ultramétrique sur Q qui ne dépend que de la donnée de .

Réciproquement, si |.| est une norme ultramétrique sur K prolongeant |.|,, on peut montrer que |.| est
une norme ‘P-adique pour un certain idéal premier P de Ok au-dessus de p. Ce résultat ne nous étant
pas absolument nécessaire, nous ne le démontrerons pas. Cependant, il nous donne une équivalence trés
instructive entre idéeaux premiers au-dessus de p et normes prolongeant la norme p-adique qui justifie la

terminologie adoptée.

Définition C.2.0.3. On appellera place au-dessus de p indistinctement un idéal B au-dessus de p de

Ok et une norme prolongeant la norme p-adique.

Remarque C.2.0.4. Usuellement dans la littérature, une place est une classe d’équivalence topologique
de normes sur un corps. La définition ci-dessus, trés peu générale, conserve cependant I'idée de ce qu’est

une place.

Voyons maintenant un résultat sur le corps résiduel modulo les places finies.
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Théoréme C.2.0.5. (i) Soient K un corps et B une place finie de Ok au-dessus de p. Alors le
corps résiduel de (K, |.|p) est :
k= (Ok)qp/myp ~ Ok /B

avec my 1= (O \P)"B. C’est un corps fini de caractéristique p.

(i) Si g est une puissance de p alors ¥y est le corps résiduel d’un certain corps de nombre K muni
d’une place finie P au-dessus de p dont p est une uniformisante dans (K, |.|q). B est alors la seule

place finie de K au-dessus de p. Un tel corps de nombres est dit non ramifié au dessus de p.

Démonstration. (i) On sait par définition que le corps résiduel vaut & = (Og )qp/mgp. Il s’agit donc de
montrer que (Og)gp/my ~ Ok /P. On peut déja remarquer que Ok /P se plonge dans (Ok )y /myg. En

effet, la réduction modulo mgp donne un morphisme d’anneaux naturels :
Ok — (Ok)q/my

dont le noyau est B C my. En effet, si # € Ok est congru a 0 modulo mg; alors z € mg = (O \ P) 1P
donc x = ¥ avec y € P et s € O \ P donc xs = y € P. Or, P est premier et s ¢ P donc x € P. On a

donc un morphisme injectif d’anneaux :

Ok /P — (Ok)p/my

qui donne notre plongement. C’est méme un morphisme de corps car 3 est maximal.

Réciproquement, soit 7 : (Og )y — k la projection canonique. Alors il est immeédiat que 7(Og) =
Ok /B (via 'identification de Ok /P & un sous-corps de k avec le plongement précédent). Il s’agit donc de
montrer que (O ) = k. Soit € (O )p. Alorsz = L avecy € Ok et s € O \'P. Comme s & B, 7(s) # 0
donc 7(s) est inversible dans O /B. Soit z € 7~ (7(s)™1). Alors w(yz—x) = w(y)m(s) =7 (y)n(s)™1 =0
de sorte que 7(z) = w(yz) € 7(Ok). Ainsi :

k= (O)p/myp ~ Ok /B

Comme p € R, p est nul dans le corps k ~ Ok /B et donc c’est la caractéristique de k. En outre, P
est d’indice fini dans Ok (voir [10] p. 96 pour une preuve). Donc k est un corps fini.

(ii) F,/F, est finie et séparable comme extension de corps parfaits. Ainsi, le théoréme de 1’élément
primitif assure que F, = F,[a] pour @ € F, de degré¢ d := [F, : IF,] sur .. Soient II le polynéme minimal
de @ sur I, et IT € Z[X] un polynome unitaire de degré d tel que II = II [p]. Soit o € Q une racine de II.
Alors I est irréductible dans Z[X] puisque II est irréductible dans I, [X]. Ainsi, IT est irréductible sur
Q[X] car unitaire (d’apres la théorie des contenus). IT est donc le polynéme minimal de « sur Q, qui est
donc de degré d sur Q.

Considérons K := Q(«) et P une place finie de K au-dessus de p. Posons A := Z[a] C O et
p:= ANP. Alors A est un ordre de Ok et p est maximal dans A d’aprés la proposition B.7.1.2 donc A/p
est un corps qui se plonge dans le corps résiduel de K : Ok /9P, d’aprés des manipulations élémentaires
analogues & celles du point précédent. Or, II est irréductible dans IF,[X] et p contient p donc A/p un corps
fini de cardinal p? = ¢ d’aprés la proposition 6.10 de [10]. On en déduit que f(B/pZ) > d = [K : Q]. On

conclut par le théoréme B.7.2.5 :

d=[K:Q =) e(¥/vL)f(¥ /vZ)
B'lp

que f(B/pZ) = d donc que k = P/pZ =T, et que e(*P/pZ) = 1 donc que p est de valuation 1 donc une
uniformisante. De plus, B est clairement le seul idéal premier de Ok au-dessus de p d’aprés la formule
du théoréme B.7.2.5.
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Remarque C.2.0.6. Soit ¢ un idéal maximal de Z au-dessus de p. On a vu & la remarque C.2.0.2 que
P induit une place finie sur tout corps de nombres. Comme @ est 'union de tous les corps de nombres, le
corps résiduel de Q est I'union de tous les corps finis de caractéristique p d’aprés le théoréme précédent

donc c’est E.

C.3 Complétion.

Dans ce paragraphe, on fixe (K, |.|) un corps normé, que l'on cherche & compléter. On note C(K)
Pensemble des suites de Cauchy a valeurs dans K et 0(K), ensemble des suites de K qui convergent vers
0 (on remarque immédiatement que 0(K) C C(K)).

On commence par prouver quelques résultats intermédiaires :

Lemme C.3.0.1 (convergence des suites de C(K)). (1). Si(an)nen € C(K) alors (Jan|)nen converge
dans R.

(ii). Si |.| est ultramétrique alors toute suite de C(K) \ O0(K) est de norme constante & partir d’un

certain rang.

(iii). Si (an)nen, (bn)nen € C(K) et si (an — by )nen € 0(K) alors ll)IJ'I_l lan| = lim |by|.

n—-+oo

Démonstration. (i). Remarquons que par inégalité triangulaire on a ||ay| — |am|| < |an — am| pour tous

n,m € N, ce qui donne immédiatement que (|a,|)nen est de Cauchy dans R donc convergente.

(ii). Soit (an)nen € C(K)\0(K). On sait alors par le point précédent que (|a,|)nen converge vers £ > 0.
On dispose donc de Ny € IN tel que pour tout n > Ny, |an| > é. Et comme (ay,)nen est de Cauchy, on
dispose de N7 € NN tel que pour tous m > n > Ny, |a, —am| < ﬁ. Mais alors en posant N := max(Ny, N1),
on obtient que pour tout n > N, |ay — an| < min(|ay], |lan]|) et donc que |a,| = |ay| (sinon, |.| étant
ultramétrique, on aurait d’apres le lemme C.1.0.4 |any — a,| = max(|ay|, |ay|) > min(|a,|, |an]))-

(iii). Leslimites lim |a,|et lim |b,| existent par le point (7). et sont égales car ||a,|—|bn|| < |an—0bn|

n—-+oo n—-+oo
pour tout n € N et que |a, — b, —> 0.
n—-+o00
O
Proposition C.3.0.2. C(K) est un anneau commutatif pour les lois + et x dérivées de K et 0(K) en

est un idéal maximal.

Démonstration. Le fait que les lois + et X respectent les axiomes d’un anneau commutatif (associativité,
commutativité, distributivité, éléments neutres) est clair. La difficulté consiste & montrer que ces lois sont
bien des lois de composition internes. Il est immédiat qu'une somme de suites de Cauchy est de Cauchy.
En revanche, pour le produit de deux suites de Cauchy (an)nen €t (bn)nen, il suffit de remarquer que

pour tous n,m € IN :
|anbn - ambm| - |an(bn - bm) - (a'm - an)bm| S |an||bn - bm| + |am - an|‘bm|

Ce qui permet de conclure que (apby)nen € C(K) car une suite de Cauchy est toujours bornée (ce qui
s’obtient comme conséquence du point (7). du lemme précédent). Donc C(K') est un anneau commutatif.
0(K) contient la suite nulle (neutre additif), est stable par somme et par produit par tout élément de
C(K) car le produit d’une suite bornée par une suite convergente vers 0 converge vers 0. Ainsi, 0(K) en
est un idéal de C(K).
Montrons enfin que 0(K) est maximal. Soient @ € C(K)/0(K) \ 0 et a := (an)nen € C(K) \ 0(K) un

représentant de @. Alors d’apres le point (7). du lemme précédent, (|a,|)nen converge vers £ > 0 donc on
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dispose de N € N tel que pour tout n > N, |a,| > g. On pose alors pour tout n € IN :

I 0 sin<N
"1 L sin>N
On a alors pour tous n,m > N :
by — b |_\am—an|<4\am—an|
n m| —

|anam ‘ o 02

et il est alors clair que (b, )nen € C(K). En outre, pour tout n > N, apb, — 1 =0 donc (an,b, — 1)pen €
0(K), et donc @b = 1 dans C(K)/0(K), ce qui prouve que @ est inversible. Donc C(K)/0(K) est bien un
corps et 0(K) un idéal maximal de C(K). O

Nous venons donc de montrer que K := C(K)/0(K) est un corps et que la norme |.| de K peut s’étendre

a K tout entier d’aprés le point (77). du lemme C.3.0.1, en posant pour tout @ € K, la| = 11111 |an]
n—-+0oo

pour un représentant (a,),en quelconque de @ (dont la valeur de [a| ne dépend pas).

Ceci définit bien une norme car I'inégalité triangulaire et la multiplicativité passent a la limite. En
outre, si @ € K est de norme nulle alors @ admet un représentant (a,)nen tel que hIJIrl |an,| = 0. On a

n—-+0oo
alors a, — 0ie a€0(K)ie a=0.
n—-+oo
On peut enfin remarquer en passant a la limite que le caractére ultramétrique est conservé. On a en

fait des résultats topologiques encore meilleurs.

—~

Théoréme C.3.0.3. (K,

un (autre) surcorps normé complet de K dont la norme prolonge celle de K et tel que K est dense dans

|) est un surcorps normé complet de K et K est dense dans K. Si (L,|.]1) est

L, alors il existe un isomorphisme de corps isométrigue K — L. Pour cette raison, K est appelé "le"

complété de K ou "la" complétion de K.

Démonstration. Par abus, on peut considérer K comme un surcorps de K en 'identifiant avec les classes
d’équivalence des suites constantes.
On commence par montrer que K est dense dans K. Soient @ un élément de K et (an)nen € C(K)

un représentant de a@. Alors pour tout n € IN :

@ —a,| = lUm |am, —an| < suplay, — ay|
m——+00 m>n

Et sup|a,, —an,| — 0 car (a,)nen est de Cauchy, de sorte que a,, — @ dans K. Dot la densité
m>n n—s+o00 n oo

de K dans K.

Ce raisonnement permet aussi de montrer que toute suite de Cauchy de K converge dans K car si
(an)nen en est une, alors on a vu qu’elle convergeait vers sa réduction modulo 0(K), @, dans K.

On en déduit finalement que K est complet. En effet, si (@, )nen est une suite de Cauchy de K alors
par densité de K dans j(\, on dispose pour tout n € N de b,, € K tel que |a,, —b,| < 27™. On obtient alors
que (b, )nen est de Cauchy dans K car si e > 0 alors on dispose de N € IN tel que pour tous m >n > N :

€

|an _am| S 5

n(4
Et donc pour tous m > n > max (N7 Pln((;))—‘) .

|bn—bm|§|bn—an|+|an—am|+|am—bm|§§+2‘"+2‘m§e

Donc (b, )nen converge vers b dans K et (@n)nen aussi puisque |a, — b,| — 0. D’ou la complétude

n—-+o0o
de K.
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Soit (L, |.]1) un (autre) surcorps normé complet de K dont la norme prolonge celle de K et tel que K

est dense dans L. Soit ¢ : C(K) — L donné par :
V(an)nen € C(K), ¢((an)nen) = ngr_{_loo ap € L

Alors ¢ est un morphisme d’anneaux une surjection de C(K) dans L par densité de K dans L et son
noyau est exactement 'idéal 0(K'). Donc ¢ induit un isomorphisme de corps K=c¢C (K)/0(K) — L. Cet

isomorphisme est isométrique car :
Va = (an)nen € C(K), |p(a)lr == |nErfoo anl1 = nllg_loo lan] = nll)rfoo |an| = [al

O

Remarque C.3.0.4. Dans le cas ou la norme |.| est ultramétrique, on peut lui associer une valuation v.
Nous avons travaillé ici dans le but d’obtenir des corps valués complets.

Dans le cas ou v est discréte on dispose de a > 0 tel que v(K™*) = aZ. Ainsi, v(K™*) est fermé et v(g*)
qui n’est, par construction, rien d’autre que 'adhérence de v(K™*) est égal a v(K*). Donc le prolongement

de la valuation K a K reste discret. On obtient méme que la complétion préserve les uniformisantes.

C.4 Lemme de Hensel.

Théoréme C.4.0.1 (Lemme de Hensel). Soient (K,v) un corps valué complet de corps résiduel k,
A= {x € K |v(z) > 0} son anneau local, m := {z € K | v(x) > 0} son idéal mazimal et P € A[X].
Supposons que la réduction modulo m de P notée P € k[X| admette une racine simple @ € k (?/(H) #0).

Alors il existe un unique a € A se réduisant sur @ modulo m tel que P(a) = 0.

Démonstration. Existence : L’ingrédient essentiel de la preuve est 'approximation des zéros des fonc-
tions par la méthode de Newton. Soit ag € A quelconque tel que ag = @. Montrons que 'on peut alors

construire une suite récurrente (a,)n,eny € AN telle que pour tout n € IN :
v(P(ay)) > 2"v(P(ag)) et v(P'(a,))=0
Soit n € IN. Supposons construits ag, - - - ,a, € A. Appliquons la formule de Taylor polynomiale :

+o0o
P®(a,
P(X+a)=Y %X’“

k=0

avec pour tout k € IN, v (%) >0 car P(X +a,) € A[X] vu que P € A[X] et a, € A. Ainsi, en

évaluant cette équation en X := — 5,((‘;’;)), on trouve :
+oo k
P <a _ P(an)> = P®(ap) (_ P(an)>
P'(ay) = k! P'(ay,)

avec v (— 11;,((‘;’;))) = 2"y(P(ap)) > 0 par hypothése et donc par inégalité ultramétrique :

(o )2 () (DY) 20

Puis, toujours avec la formule de Taylor :

P(an)> _ <« P(k+1)(an) _ P(an)



avec pour tout k € IN* :

Posons donc :

qui convient. D’oul la construction.

Pour tous n < m € IN, on a par le lemme C.1.0.4 :

m—1 m—1
V(am — an) =v <Z(ak+1 - ak)) =v (Z —]Ij,((c;];))> =v (—]Z((C;Z))) > 2"v(P(ap)) WSrhe T
k=n

k=n

Donc (an)nen est de Cauchy dans K qui est complet donc c’est une suite convergente. Posons a :=

lim;, 4 00 @p,. Alors comme P(ay,) —+> 0, on conclut avec le lemme suivant que P(a) = 0.
n—-+0oo

Lemme C.4.0.2. Les fonctions polynomiales sont continues pour la topologie induite sur K par v.

Démonstration. Il suffit de prouver ce résultat pour les monoémes. Le résultat général s’obtient par linéarité

et inégalité ultramétrique. Soient n € IN* et a,h € K. Alors :

n—1
v((a+h)"—a") =v (hz akhn_l_k> >v(h)+ min (kv(a)+(n—1—k)v(h)) = v(h)+(n—1) min(v(a),v(h))

0<k<n—1
k=0 -

La continuité de x —— z™ s’en déduit immédiatement. O

Unicité : Soit b € A une (autre) racine de P telle que b = @. Posons h := b — a. Alors v(h) > 0 et

d’aprés la formule de Taylor :

+oo +oo
PM(a), PM(a),
2 g

0=Pla+h)=Pla)+y —5—h"=
k=1 ' k=1

Comme F/(E) # 0, v(P'(a)) = 0 et donc :

+oo (k) a "(a
o(h) = v(P'(a)h) = v (- s k!( )hk> >y (—L”h2> > 20(h)

2
k=1

Comme v(h) > 0, ceci implique que v(h) = +oo donc que h =0 et a = b. O
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Annexe D

L’espace tangent a une variété

algébrique affine.

Dans cette section, on fixe K un corps algébriquement clos et V' une variété algébrique affine irré-
ductible d’idéal annulateur premier I C K[Xy,---,X,]. On se donne Fy,--- ,Fy € K[X;, -+, X,] des

générateurs de I, de sorte que :
V={(x1, - ,2,) e K" |V1<i<s, F(xy, - ,x,)=0}

Définir 'espace tangent & V en P := (x1,---,2,) € V, c’est développer les équations F;(P) = 0 qui
définissent V' "au premier ordre". Formellement, on regarde les équations F;(P + Q) = 0 avec € "trés

petit" et @ := (y1,- -+ ,yr) € K" un "vecteur tangent", on obtient :

OF;

oX, (P)+0(?) =0

Vi<i<s, F(P+eQ)=F(P)+e) y
j=1

avec les équations F;(P) = 0 et en négligeant les termes d’ordre 2, on obtient :

" OF;
VI<i<s, Y yizo(P)=0
=7 0X;

Donc @ € kerdFp si l'on note F := (Fy,--- , Fs). Clest 'équation usuelle de la tangente.

On ne peut cependant définir la tangente directement ainsi puisque la "petitesse" de € n’a a priori
pas de sens dans le corps K (qui n’a méme pas de topologie en général). On peut résoudre ce probléme
assez simplement en remplagant lors du développement K par K[X]/(X?) = K|[e] (avec ¢ = X vérifiant
€2 = 0), ce qui revient & travailler au premier ordre car tous les termes en 2 s’éliminent. Nous verrons
ainsi une définition alternative de la tangente, tout a fait analogue a la précédente, mais conceptuellement

plus facile & manipuler.

Définition D.0.0.1. Soit P € V. On appelle vecteur tangent a V en P toute forme K-linéaire v :
K[V]p — K (K[V]p étant 'anneau local de K[V] en P) qui est une dérivation en P, c’est & dire que :

Vf,g€ K[V]p, wv(fg)=f(P)u(g)+ g(P)(f)
La tangente a V en P est l’espace des vecteurs tangents a V' en P. On la note Tp(V).

Définition D.0.0.2. Soient P € V, p: K[e] — K la projection canonique donnée par :

VA pE K, p(A+ep)=A
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Pour rappel, €2 = 0. On appelle déformation de V en P un morphisme de K -algebre o : K[V]p — K|e]

telle que po @ = evp ot evp est le morphisme d’évaluation en P :
vP e K[Vip, eun(f) = f(P)

On note Def(V, P) l’ensemble des déformations de V' en P.

Remarque D.0.0.3. Les déformations sont les analogues algébriques des fonctions € — P+ définies
au voisinage de 0 introduites précédemment. Elles portent donc bien leur nom, puisqu’elles mesurent la
"déformation" de la courbe au voisinage de P (via le paramétre Q). La proposition qui suit n’a donc rien

d’étonnant.

Proposition D.0.0.4. Soit P € V. Alors Uapplication :

Tp(V) — Def(V,P)
v o —> v*:=evp+ev

est une bijection.

Démonstration. On commence par vérifier la bonne définition de cette application. Il s’agit de vérifier
que si v € Tp(V) est un vecteur tangent & V en P alors v* = evp + v est un morphisme de K-algébres.

Cette application est clairement K-linéaire car v et evp le sont. En outre, si f,g € K[V]p alors :

f(P)+ev(f)(g(P) +ev(g)) = f(P)g(P) + (f(P)u(g) + g(P)u(f))e + v(f)v(g)e?

vt (f)o*(g) = (
= [(P)g(P) + (f(P)v(g) + g(P)v(f))e = f(P)g(P) + v(fg)e = v"(fg)

Donc v* est bien un morphisme de K-algébres et ainsi v* € Def(V, P).
L’injectivité de l'application en question est claire. Il s’agit donc de vérifier sa surjectivité. Soient

¢ € Def(V, P), q: K[V]p — K|e] la projection canonique telle que :
VA peK, pA+ep)=p
et f,g € K[V]p. Alors :

f(P)g(P)+qop(fg)e =p(fg) = o(f)elg) = (f(P)+qop(f)e)(g(P) +qop(g)e)
(f(P)goe(g) + g(P)go o(f)e+qop(f)ao(g)e
(f(P)gop(g) +g(P)gow(f)e

Alinsi, g o ¢ est bien une dérivation i.e. go ¢ € Tp(V), puis p = (g o ¢)*. D’ou la surjectivité. O

Corollaire D.0.0.5. Soit P € V. Tp(V) est isomorphe en tant que K-espace vectoriel & ker(dFp), ou
F:=(F, - ,F) (de sorte que V.= F~1({0})).

Démonstration. On sait que K[V] ~ K[Xy, -+, X,]/I avec I idéal annulateur de V. K[V]p est alors une
K-algeébre engendré par les X, réduites des X; modulo I donc tout morphismes de K[V]p — K|e] est
entiérement déterminé par ses valeurs en les Yj Ainsi, la proposition D.0.0.4 assure que v € Tp(V) est

entierement déterminé par v* € Def(V, P) donc par (v*(X;))1<;j<-. Mais on sait que :

Vi<i<s, F(w(Xy), - ,v"(X,))=v"(F)=v"0)=0 (%)

Or, en écrivant P := (z1,--- ,z,) et v(X;) := y; pour tout j € {1,--- , 7}, on obtient que v*(X;) = x;+ey;
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pour tout j € {1,---,r} et donc par (%) :

" OF;
VI<i<s, Y yip—(P)=0
=" 0X;

ie. (Y1, - ,yr) € ker(dFp). On définit ainsi une application K-linéaire injective :
v € Tp(V) — (v(X;))1<j<r € ker(dFp)

11 s’agit de voir que cette application est sujective. Soit (y1,- - ,y,) € ker(dFp). Alors on définit un
morphisme de K-algeébres ¢ : K[X3,--+,X,] — K|e] par :

VI<j<r, o(X;):=1x;+ey;

Alors :
, " OF, )
Vi<i<s, @(F)=F(e(X1), - o(X;))=F(P) +€ZyjaX,(P) +ett=0
=1 /
Puisque (y1, - ,y») € ker(dFp). Ainsi, par passage au quotient, ¢ induit un un morphisme de K-algébres

p: K[X1, - ,X,]/I ~ K[V] — K]Je|, qui s’étend sans peine & K[V]p. v := q o @ est alors antécédant
de (y1,- - ,yr) cherche. O

Proposition D.0.0.6. Soit P € V. Alors Tp(V) est isomorphe en tant que K-espace vectoriel au dual

(mp/m%)*, ot mp est lidéal mazimal de k[V]p donné par :
mp ={f € k[V]p | f(P) =0}
Démonstration. Soit v € Tp(V). Alors pour tous f,g € mp, on a f(P) = g(P) =0 donc :

v(fg) = f(P)v(g) +g(P)o(f) =0

v s’annule donc sur m% et la propriété universelle du quotient assure que v induit une application K-

linéaire T : mp/ m%. — K. On définit ainsi un morphisme K-linéaire :
veTIp(V)—ve (mp/m%)*

Montrons que ce morphisme est injectif. En effet, si v € Tp(V') vérifie v = 0 alors v s’annulle sur mp

donc :

VieK[V]p, w(f)=v(f(P)) ()

(puisque f — f(P) € mp). Mais pour tout A € K :
v(A) =v(A-1) = dv(l) + v(})

Donc Av(1) = 0. Mais par K-linéarité Av(1) = v(A). Ainsi, v est nulle sur K donc nulle par (x).

Montrons maintenant la surjectivité. Soit a € (mp/m%)*. Posons pour tout f € K[V]p, v(f) =
a(f — f(P)) ou f— f(P) est la classe de f — f(P) € mp modulo m%. Alors par K-linéarité de o, on
obtient que pour tous f,g € K[V]p :

f(P)o(g) +g(P)v(f) = f(P)a(g — g(P)) + g(P)a(f — f(P)) = a(f(P)g + g(P)f — 2f(P)g(P))
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Mais v(fg) = a(fg — f(P)g(P)) et :

f(P)g+g(P)f —2f(P)g(P)— (fg — f(P)g(P)) = —(f — f(P))(g — g(P)) € m}

De sorte que f(P)g+g(P)f —2f(P)g(P) = fg— f(P)g(P) et v(fg) = f(P)u(g) + g(P)v(f). v étant
clairement K-linéaire, on a donc montré v € Tp(V'). On a alors clairement o = T, d’out la surjectivité. O
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Annexe E
Calcul de dy(N) = (SLo(Z) : Ty(N)).

Lemme E.0.0.1. (lemme 2.4.0.7)

1
do(N) := (SLa(Z) : To(N)) = N [ | (1 + 5)

p|N

Démonstration. Nous calculerons cet indice en plusieurs étapes, en calculant d’abord des indices inter-
médiaires (c’est la démarche suivie dans 'exercice 1.2.2 de [13]).
Etape 1 : Notons :
D(N):=={y € SL(Z) | v = I [N]}

I'(N) est le noyeau de la réduction modulo N : SLy(Z) — SLo(Z/NZ), qui est surjective d’aprés le
lemme 2.3.2.2. Ainsi, (SLy(Z) : T'(N)) = |SLy(Z/NZ)|. Mais en écrivant la décomposition de N en

produit de facteurs premiers :
-
N = H p?‘
i=1

avec pp,--- ,p, des nombres premiers distincts et aq,---,a, € IN*, on obtient un isomorphisme d’an-

neaux :

v ZINZ — [ Z/p} 7

i=1
en résuisant modulo pi* sur chacun des facteurs Z/p;*Z (d’aprés le théoréme des restes chinois). On

considére alors :

¢ < Z Z ) € SLy(Z/NZ) —> (( zi‘g ZEZ; >>1<¢<T € ﬁSLg(Z/p?iZ)

i=1

Comme ) est un isomorphisme, on a pour tous a,b,c,d € Z/NZ :
ad—bc=1<=V1<i<r, ;(a)Y;(d)—;(b)i(c) =1vi(ad—bc)=1 (1)

ce qui prouve que ¢ est bien défini. C’est en outre un morphisme de groupes car @ est un mor-

a; b
phisme d’anneaux. Comme 1 est injective, ¢ l’est clairement aussi. En outre, si << bl dZ )) €
L 1<i<r

[Tiz1 SL2(Z/piZ), alors la surjectivité de ¢ assure l'existence de a,b,c,d € Z/NZ tels que a; =
Yi(a), by = ¥i(b),c; = ¥i(c) et d; = ;(d) pour tout i € {1,---,r}. Mais alors ad — bc = 1 par (1).
Ainsi, ¢ est un isomorphisme de groupes et donc :

(SL2(Z) : T(N)) = |SLa(Z/NZ)| = []ISL2(Z /w3 2)| - (2)

i=1
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11 suffit donc de calculer |SLy(Z/p®Z)| pour tout nombre premier p et tout w € IN*. On procéde par
récurrence sur «. Pour oo = 1, il est classique que :
_GL(Z/pZ)| _ (0* —1)(»* —p)

|SLo(Z/pZ)| = ZiL) ] b1 =pp-D+1) )

On obtient |GL2(Z/pZ)| = (p*> — 1)(p* — p) en comptant les familles libres a deux éléments de (Z/pZ)?
(p? — 1 choix pour le premier élément et p? — p pour le deuxiéme car il doit étre linéairement indépendant

du premier) ; et |SLy(Z/pZ)| = % en remarquant que SLy(Z/pZ) est le noyau du morphisme

surjectif de groupes det : GLo(Z/pZ) — (Z/pZ)*.

Soit a € IN*. Considérons la réduction modulo p® qui induit un morphisme de groupes :
o : SLo(Z)p* T 7)) — SLy(Z)p™7)
La surjectivité de ¢, est une conséquence immédiate du lemme 2.3.2.2. On a donc :
(SLa(Z/p2)| = [ker(pa) ISL2(Z/pZ)|

b
Soit donc v := “ y > € ker(¢4). Notons toujours a, b, ¢, d les revelés de a, b, ¢,d dans {0,--- ,p>T1 —
c

1}. Alors :
a=14kp®, d=1+1p% b=mp*, c=np®

avec k,l,m,n € {0,--- ,p— 1}. En outre :
ad —be = (14 kp®)(1 + Ip®) — nmp** = 1+ (k + Dp® [p*!]

Ainsi, plk +1 et donc k41 =0 ou p. Dans les deux cas, le choix de k détermine (i.e. de a) entiérement I
(i.e. de d) et les choix de n et m (i.e. de b et ¢) sont indépendants. On en déduit que |ker(¢,)| = p?, puis
que :

|SLy(Z/p* T Z)| = p°|SLo(Z /1" Z)]

Par récurrence et par (3), on en déduit que :

ap 30 1
|SLy(Z/p*Z)| = p* D p(p — 1)(p + 1) = p* (1 - ?)

Puis, par (2) : ,
L@t =T (1- ) @

p|N

Etape 2 : Considérons le groupe :

Cc

b
T (N) = {( “ . > € SLo(Z) | c=0 [N eta=d=1 [N}}
Qui est un sous-groupe de I'o(IN) dont I'(N) est un sous-groupe. Soit :

(a Z)eFl(N)»—H)eZ/NZ

C’est un morphisme de groupes (pour la multiplication & la source et 'addition au but). Il est surjectif
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10
(car ( 01 ) € I'1 (V) pour tout b € Z) et de noyau I'(N). Ainsi :

(T (N) : T'(N)) = |Z/NZ| = N
Par (4), on en déduit que :

(SLa(Z) : T1(N)) =

£ (2): T(Y)) _ 1
1)+ T(V) ‘Ngﬂv(l‘w) )

Etape 3 : Considérons Iapplication :
c

( “ Z ) €To(N) — d € (Z/NZ)*

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs de noyau I'1 (N). Il est de plus surjectif car si d € Z est

inversible modulo N, a € Z un iverse de d modulo N. On a alors ad = 1 + bN pour un certain b € Z.

b
Alinsi, ( ](\17 ) € I'p(N) et son image est d [N]. Ainsi :

d
* ].
(To(N) : Ty (N)) = [(Z/NZ)"| = N[ (1 _ 5)
p|N
et donc par (5) :
do(N) = (SLa(2) : To(N)) = - 0 s —N}l_J[v<1+p>

Lemme E.0.0.2. (lemme 2.5.1.4)

IRl =N]] (1 + %) = do(N)
p|N

Il y a donc do(N) orbites de Py sous l'action de SLo(Z).

Démonstration. Rappelons que :

b
RN;_{<§ d)EMQ(Z)|CLd—N€tOSb<d}

Lorsque d est choisi (nécessairement parmi les diviseurs de N), a = % est fixé et il reste & choisir 0 < b < d
premier avec eq(N) := d A % i.e. que b est inversible modulo e4. Ainsi, b est de la forme keg + [ avec
0<k< ﬁ‘lN) et [ I'un des p(eq(N)) relévements dans {0, -+ ,eq4(N) — 1} d’un inversible modulo eq4(N)
(¢ étant la fonction indicatrice d’Euler). Il y a donc ﬁ‘l]\,)gp(ed(]\f )) choix possibles pour b a d fixé. Ainsi :

Ry =Y ﬁv)w(edw» ®

d|N

Or, par multiplicativité du pged (que Pon obtient aisément en regardant les facteurs premiers), on a

pour N7, No > 2 sont premiers entre eux, dq|N7 et da|Na :

ed,dy (N1 N2) = eq, (N1)ea, (N2)
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En outre, ¢ est multiplicative et (di,ds) — dids est une bijection entre les couples d’entiers naturels

(di1,ds) tels que di|Ny et do| Ny et ensemble des entiers d|N. Donc par changement d’indice :

dyds
R = — (e N1 N-
‘ N1N2| d%vl ed1d2(N1N2)<p( dldz( 1 2))

dz2| N2

dl d2 .
= d%)vledlwmlwm dﬂZNQedQ(wO(%(NQ” = |Rn, || R, |

Ainsi, N — |Ry/| est multiplicative donc il suffit de calculer |Rp«| pour p premier et o € IN*. On a
par (%) :

« k a—1 k

_ p koA oa—ky _ a p min(k,a—k) _  min(k,a—k)—1

|Rpa| - Z pk /\pa—k @(p Ap ) =1 +p+ Z pmin(k,asz) (p p )
k=0 k=1
a—1

1 a-l_1 1 1
:1+pa+zpk<l—*)=1+pa+pp7(l_*>Zpa-i-pa_l:pa(l—i-f)

— p p—1 p p

En décomposant N en produit de facteurs premiers, on obtient donc finalement :

Ryl =NT] (1 + %) = do(N)

p|N
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